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Йзъ иредиедовя ко второму изданию 


„ЭЛЕМЕНТАРНОЙ АЛГЕБРЫ“. 


Относительно изложешя дополнительныхъ статей курса 7-го клас- 
са реальныхъ училишть считаемъ не лишнимъ выеказаль н%кото- 
рыя замфчаня. : 

Посл многихь авторитетныхь трудовъ въ западной и отече- 
ственной научно-педагогической литералурЪ становится, какъ мы 
думаемъ, невозможнымъ излагаль сп0особ% предьловъ такъ, какъ 
это двлалось прежде въ нфкоторыхь нмиихъ руководетвахъ. Теоря 
предёловъ вЪ иаслоящее время тЪено связывается съ теошей не- 
соизмвримыхь чиселъь *). Мы держались этой точки зрёня при 
составлеши допочиительныхъ статей, стремясь при этомъ къ воз- 
можно большей простотв безъ ушерба; научности. Изъ различныхъ 
взглядовъ па природу несоизмфримаго числа мы остановились, какЪ 
на простЬйшемт и цанболье доетупномъ понимаю учащихся, на, 
томъ, которымъ несоизмфримое чиело опредЪляетея, какъ предьль 
пеограничениаго ряда соизмфримыхь чисель, обладающаго Нко- 
торымъ признакомъ существованшя предфла. : 

При изложеши статьи о пазпиий и пилйтит мы сочли не 
лишнимъ указать графическое изображеше функщи объ одной не- 
ремфнной независихой, такъ какь это изображене, во многихъ 
случаяхъ облегльеть уяснеше свойствъ АО функции. 


-) См. напр. Г @лпегу—Питочисиов & 1& Шеоте 4ез опсНопз @’аце уама е. 
1596, статью @езуи— Хошгез 1песпитепъига ]ез въ Зошгца1 4е Ма. @ётеп+. 
Че Говвсватарз, 1555, ГаунисШе, Сойгз 4’аги лев аие, 1589, ОНо бю1е, Уопе- 
эипзев Ибег АЦезетеше Атийшейк. 1585, ОНо Юетапи, Тцеоме дег Ап\у- 
пъсвев Рипейопен. 1557, Н. Билибино —Алгебра для гимназ!й и реальныхъ 
училищь, 1859, Аиитковемй— Начала алгебры, 1590, и др. 
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Принятый во многих учебликахь енособъ пахожщешя пнидтиить 
и попить трехчлена второ». степени и дроби еъ трехчленными 
чиелителемь и знаменателемь, гоетояцИЙ въ приравниваши данной 
функщи неопредъленному количеству 1и, мы отодвинули ‘на второй 
планъ, такъ Ккакъ эт011, спочобъ не обладаегь общиостью и — 
главное — не даеть шахт и шишиша въ точномь емыель 
ЭТИХЬ СЛЮВЪ, & ТОЛЬКО самое большее и самое меньиее значеше 
функщи (да и то не всегда}. Мы предпочаи поставить на первомъ 
мФетгБ иной епособъ, предетагаяюнЙ прямое сафлетйе изъ опре- 
длешя шахирит и пития, и другой (Фермата), каб весьмо 
простой и плодотворный. ` 

Мы отступили также оть общепривятаго према, какь не внолиь 
точнаго, при доказалельствь теоремь о наиболылемъ значеши 
произведешя перемфнныхъ чисеть при постоянной ихъ сумм но 
паименышемь значеши е)ммы перемфнныхъ чиселъь при поетоян- 
номъ ихъ произведеши; мы предпочли болфе строгое изложеше, 
основанное на неравенегвь Коши, уевоеше котораго, полагаемъ. 
це затруднить учениковъ ‹:зршаго класса реальшыхь училищь. 


Настоящее издаше „онолительныхь сталей“ предетавляеть 
собою, съ, пеболышими изм »нешями и сокращешями, то, что прежде 
было напечатано въ концф 1орого издашя „Элементарной алгебры“, 
вЪ видЪ приложешя къ неи. 


Четверзое и пягое издаыи печатаны безъ перемфнъ съ третьяго. 
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Деполпительныя стальи алтебры. 


Понате о функщи и о предмет» алгебры. 


1. Всякая величина, которая зависить отъ_другихъ зе-. 
чичинъ, можеть быть названа фунншей этихъ послфднихъ 
Напр., дчииа окружности круга есть функщя рад!уса, про- 
странство. проходимое тБаомъ при равномфрномъ движенши, 
есть фуньшя скороети и времени, продолжительность одного 
качашя маятника сеть фуикщя длины его и ускорешя отъ 
тяжеети ит. п. 

Если редичиря. отъ которыхъ зависить функщя, могуть 
быть измЬилемы чроизвольно, то онф наз. переменными не- 
зависимы ии. 

Функ!пи могуль быть: оть одной перемфиной независи- 
мой, оть двухъ. трехъ и болЪе. 

Чтобы обознаъить, что величина и есть н$Фкоторая функ- 
Шя оть поремвирыхъ @, 0, с.... пишуть такъ: 


и ==, 6, с....] 


гдф [есть началоная буква слова рютеНоп, т.-е. функщя. 
Вмфето } иногда употребанютея буквы: Р, Ф, © и нёкото- 


й 


рыя других. 
Фуньь,и разд Лиются на два обширные класса: 


алге вичесыя и трансцендентныя. 


А Киселеьь Лео статьи ^Тебры, 


| 
| 


Алгебранчесюя функц!: бываютъ двухъ родовъ. Это, во 
1-хъ, тая функщи, которыя могуть быть получены изъ 
своихъ перемфнныхъ независимыхъ посредствомъ конечнаго 
числа 6-ти алгебраичеекихт, дЬйстый: сложеня, вычитаня, 
умноженя, дфлешя, возвышешя въ степень и иИзвлеченя 
корня. Таковы, напр., слЪдуюная функщи (если‘а, 6, с... 
перемфнныя независимыя): 


4 ТЫ 
Иа, и==(а0)3. и==/ а ит. ц. 


Во 2-хъ. алгебраическиухи функщи называютея и тогда, 
если ихъ зависимость оть поремфнныхъ незавиесимыхь вы- 
ражается алеебраическимь \ равненмемь ($ 229), въ которомъ 
нензвфетное есть фунькшя, а коэффищенты—перемфнныя не- 
зависимыя. Такимъ образом, если имфемъ уравиеше: 

ах *-- одела -ер--ы=0 
то можемъ сказать, что величина д, опредфляемая этимъ 
уравнен1емъ, есть алгебраическая функшя перемфнныхъ не- 
завиеимыхъь а, 9, с, а, е и]. 

Транецендентными иаз. всЪ тЪ функщи, которыя це мо- 
гутъ быть причислены къ алгебраичеекимъ. Таковы, напр., 
функщи (если @ есть перемЪнная независимая): 

1 = 24 (показалельная функция) 

и 109 а (логариомическая функц!я) 

и == 4 (тригопометрическая функция) 
и множество другихъ. 


2. Алгеброю наз. та часгь математическихъ наукъ, которая 
занимается разсмотрЪемъ езойствт, алгебраическихь функц, 
причемъ элементарная алеебра зацимается алгебраическими 
функщями 1-го рода и тадими, которыхъ зависимость оть 
перем$иныхъ выражается аатебраническимъ уравнешемь 1-й 
или 2-й степени; высшая „игебра имъетъ предметомъ, глав- 
пымъ образомь, алгебраи‹естя фуницш 2-го рода. 

Такимь образомъ, презмель ошементарной аагебры есть 
уцазаше свойствь: суммы разности. произведешя, частнаго. 
степени, ворня, а также рьышеше уравнешй 1-й и 2-Й стецени. 


Впрочемъ, ‘ради педагогическихъ и практическихъ цфлей, 
въ учебникахъ элементарной алгебры помфщаются: и иЪко- 
торые отдфлы, которые цо характеру своему’ не принадле-. 
жать алгебрЪ, Таковы: ршен1е неопредфленныхъ уравненй 
ВвЪ июль чиелахъ (относится къ теор1и чиселъ), учен1е о 
логариомахъ (относится къ теор1и логариемнческихъ функщ И) 
ни н5которые друг. 


Основиыя начала теори предфловь въ связи съ 
теорей несоизи$римыхъ чиселъ. 


|. Главньйшя свойства предьловь величинь. 


3. Предварительное замфчане, Въ этой главЪ мы будемъ 
говорить о величинахь и ихъ значенятъ, не предполагая, что- 
бы эти значешя были выражены числами. При этомъ считаемъ 
извЪстнымъ, что значешя одной и той же величины можно 
сравнивать между собою относительно ихъ равенства или не- 
равенства. а также производить падъ ними дЪйстыя еложе- 
ня, вычитая, умножешя и дБлен!я на отвлеченное число. 

Замьтимъ, что говоря: абсолютная величина разности двухъ 
значений диф одной и той же величины, мы будемъ разумЪть 
разность @— 6, когда а>>6, и разность 6 —а@, если 9> а. 

4. бпредъленше. Перелльнная величина наз. безконечно ма- 
лою, если при своемъ излиьнени она дьлается и остается 
«меньше осякаго даннаго значендя, какъ бы мало это значенае 
ни было. 

Говоря: „дВлаетел и остается“, мы желаемъ выразить двЪ 
мыели: |) что разсматриваемая перемфнная величина, изм$- 
няясь по какому-нибудь закону, можеть получить такое зна- 
чен1е, которое меньше всякаго даннаго значеня, какъ бы 
мало поелБднее ни было, и 2) что при дальнфйшемъ про- 
цесе5 вомьненя перемфнная величина постоянно остается | 
меньше отого значешя. . 

Такора. напр., величина, предетаванющая разность пло- 
щадей дацнаго круга и правильнаго вписаннаго въ ототь 
кругъ ›ногоугольника ири усломи, что чиело еторонъ это- 

1% 


го многоугольника неопредфленно увеличивается. ДФйстви- 
тельно, какую.бы малую плошадь мы ни задали, эта разность, 
при достаточномъ увеличени числа сторонъ многоугольника, 
можетъ сбълилться меньше этой площади и при дальифйшемъ 
увеличеши числа сторонъ постоянно остается меньше ея. ^ 


5. Изъ поня\я о безконечно малдои величинЪ слфдуетъ: 


1) Сумма конечнаго числа дбезконечно малыхь величинъ 
есть величина безконечно малая. Туъйствительно, какъ бы 
мало ни было данное значеше г, сумма безконечно малыхъ 
величинь: «--2--1--...^, чиело которыхъ не превосходить 
опредфленнаго числа д. можетъ сдфалатьел и оставаться мень- 
ше =, потому что каждое слагаемое »хожетъ сдфлаться и оста- 


с 
ваться меньше и 


2) 46604. величина разностиь безконечно малыьзх величинь 
есть величина дезконсчно малая, потому что опа меньше той 
безконечно малой величины, которая служитъ уменьшаемымъ. 

3) Произведенае дезконечно мало величины на конечное 
соизлиьримюе число есть величина безконечно лалая. Вл са- 
момъ дЪлЪ, если Л есть цфлое чиело. а х безконечио малая 
величина, то 7 представаяеть сумму: хр а--а+...-Р а, ко- 
торая, какъ мы видфаи, есть величина безконено малая при 

а п у 
п конечномъ. Если же д есть дробь -;- То ь- ПреДОТАВИОЬ 
часть оть ®, повторенную р разь; сифд., это произведене 
также есть величина безконечно малая. 

4) Частное отьь дььленая дезконечно малой величины на 1ио- 
стоянное соизлиьримос число есть величина безконечно малая, 


[а 1 и 
потому что — все равно, что х.—. а произведеше дбезконпечно 
7 " 2%’ д 


малой ведичины на конечное соизмфримое число, какъь мы 
выше объяенили, есть величина бе зонечно малая. 


6. Опредълене. Перемьннаяч скличина наз. безконечно 
большюю, если при своем излиьненфи она дълаенся и остается 
больше всякаго данкало значетя. „съ бы велико это знаме- 
нде ни было. 


Е в 
Такова, наир., сумма виутреннихъ угловъ многоульника 
при неограничеиномъ увеличении чиела его сторонъ. *` 


О одезконечно большой величинЪф иногда уечовно гово- 
рать, что она стрелиипйся къ безконечностии `(©5). 


Опредфлене. Перелиьнная . величина, не способная при 
воем излиьнение сдфьлатися больше нькотораго значеная, 
чазыв. величиною конечною. 


Такова, наицр., величина периметра многоугольника, впи- 
саннаго въ даииую окружность, при произвольномъ измфие- 
ши чиела и длины его сторонъ. 


7. ОпредЪлзне. Говорятъ, что перельнная величина а 
стрелиится къ предфьлу А, если А есть тюстоянная вели- 
чина, обладающая тимь свойствомь, что абс. вел. разно- 
сти А—а, при изливневи а, двлается и остается меньше 
всякаго даннаго значення, какъ бы мало поельднее ни было. 


Перемфниая величина, обладающая предфломъ, можетъ 
приближаться нь нему различно: или постоянно увеличи- 
ваясь, или постоянно уменьщаяеь, или же то увеличиваясь, 
то уменьшаясь, при чемь она можетъ быть то больше, то 
меньше своего предфла. Папр., илошадь прав. многоуголь- 
ника, вписаниаео въ данный кругъ, при неограниченномъ 
удвоеши числа сторонъ его, ириближаетея къ предЗлу (къ 
площади круге), постоянно увеличиваясь; при томъ же условйи 
площадь прав. описаннаго многоугольника приближается къ 
предфлу, постояино уменьшаясь. Если вообразимъ, что пло- 
щадь прав. многоугольника измфняется по такому закону: 
берется площадь какого-нибудь прав. вписаннаго многоуголь- 
иика (напр. ®-угольника), затЪмь площадь прав. одноимен- 
наго оисаннаго, затЪмъ площадь прав. вписаннаго, имфю- 
щаго вдвое больше сторонъ (12-угольника), далЪе` плошадь 
оцноимеинаго олисаннаго и т. д., постепенно переходя отъ 
вциесаннаго къ описанному и наобороть, то будемъ имЪть 
примфръ перемфиной величины, приближающейся къ своему 
иредвлу (къ кзошади круга), то увеличиваясь, то уменьшаясь, 
и дБлающегся то больше сьоего предфла, то меньше его. 


— и — 


Что перемфнная величина ( имбеть предфль А, выра- 
жають письменно такъ: 


1069. а= А вай: Пт а=А 


гдБ (И есть сокращеше франц. слова {йтЦе (или латинекаго 
тез). что значить „предфлъ“. 

Аля краткости рфчи вмФето того, чтобы говорить: „а стре- 
мится къ предюлу А“, мы часто судемъ выражатьея короче: 
„а етремитея кь 4“. 

Если условимеи считать 0 за частное зиачене величины, 
то можно сказать. что дезконечно налая величина иметь пре- 
дъломь 0. ДЪйствительно, если х веть безконечно малая ве- 
личина, то разность &—0==а дфачется и остается какъ угодно 
малой, и потому, согласно опрезъленю предфла, пред. а==0. 


8. Теорема 1. Если перелиьнная величина а стремится 

5 предь.и) А, то, начиная съ нюкотораго своего значеня, 
величина а постоянно остается заключенной въ промежеутиль 
отъ А 00 Ах, кавъ бы мало ни было данное значене х. 
До». Какъ бы мало ни бы.о а, величина а, соглаено 
‚опредфленшю предфла, можеть получить такое значеше, при 
которомъ, и при вефхъ етБдуюнихь значешяхъ, абе. вел. 
А—а меньше х. Значитъ, тЪ изъ отихъ значенй, которыя 
окажутся большое А, должны удозалетворять неравенствамъ: 


@>А, а—А<а, т.е. АКа< А-а 
а ТБ, которыя меньше А*), удовлетворяютъ такимъ неравен- 
ствамт: 

«А, А-а, т.-ь. Ааа 


Первыя значеши заключены веб въ промежутк$ оть Я до 
А--а; вторыя—въ промежуткЪ оть А-—@ до А; значить, ть и 
друйя заключены между Ах и 4--%, такъ что 


Д- < 


=) Мы беремь ‹амын общай еп ча... вобла перемъиная величина то 
болыше, то меньше съоего предъла. 


Теорема 2. Перелиьнная величина, излиьняющаяся по отре- 
дъленном!; закону, не мозееть илизть боле одного пребьла. 


Док. Иредположимъ, что а, измфняясь по опредфле иному 
закону, стремитея къ двумъ различнымъ предфламъ Аи В, 
при чемъ Г>В. Предиоложить это значить допуетить (теор. 
1-н), что, начиная съ нфкотораго частнаго значешя, перемфн- 
ная а постониио будеть заключаться между Ади А-а 
и въ то ле время между В-аи В--а, какь бы мало ии 
было х. Чтобы опровергнуть это, выберемъ & такъ, чтобы 
оно удовастворлло неравенетву: 


В-- «< 4, т.-е. а 


При такомь значеши @ два промежутка: отъ Вх цо В--х 
и оть 4—я до А--а лежать одинъ внь другого; елъд., а 
не можеть одновременно закаючаться вл, нихъ обоихъ; иоэтому 
нельзя допустить, чтобы Аи В были иредфлами одной и той 
же перемъяной 4. 


Теорема 5. Если разность двухъ перемьнныхь а и Ъ есть 
величина дбезконечно малая, или равна 0, и одна изъ. этихь 
переливниыхо имьеть предел, лю другая илиьетьь тотьь же 
° пределу. 


Док. Пусть пред. а=А. Требуется доказать, что пред. 6=А. 
Такъ какъь абсол. величина А — @ дфлаетея и остается 
меньше х, какъ бы мало & ни было, а съ другой стороны абеол. 
величина (—9 дБлаетея и остается меньше 8, какъ бы мало 
В ни было, то отеюда ехгБдусть, что абеол. вел. А — 6 дф- 
лаетея и остается меньше «--2,т.-е. меньше какого угодно 
малаго значеня: ейфа. пред. 6 ==А. 

Ееци 2—а=0, т.-е. д==а, то перемфипыя @и 6, ничфмь 
не отличалдеь одна отъ другой. представаяютъ одну и ту же 
величии и сибд. имфють одииъь предфаъ (теор. 2). 


Теореха 4 (обратная). Если перемюнныя а и Ъ циьють 
оби полоьль, по разность между ними есть зеличина 
безконече › чалая, наи равна нулю. 


Док. Если а и 6 имфютъ обиый предфль А, то`это зиа- 
чить, что, начинал еъ нЪкоторыхъ частныхъ евоихъ значен!й, 
0бЪ эти перемфиныя будутъ постояино заключаться между 
А—хи А--а, какъ бы мало х ии было; отсюдё слфдуеть, 
что разность между ними меньше разности (А-а) (АЫ—я)==2, 
значитъ, эта разноеть или равна 0, или есть величина без- 
конечио малая. 


Аксомы. 1) Если перелиьнна.: величина а возрастаетъ, 
оставаясь` меныие нъкотораго зостояннаго значення А, то 
она иливеть предьль, меньший или равный А. 

2) Если перелиьнная величина а убываеть, оставаясь 
больше нькотораго постояннаго значендя \, то она илизеть 
предьль, больш или равный ^. 


Теорема 5. Есии перелиьнная челичина а по.иучаетьь дез- 
конечный рядъ конечныхь значенси: 


и бе [1] 
обладающей апльмь свойствольь, что при неограниченном в03- 
растани К абсол. вел. (щ›—@) стрелиитея къ 0 при вся- 
вомь данномь р, 1по а имиъеть предюлъ. 

Замфтимъ, что значешя: @, а,, аз... могутъ итти увели- 
чиваясь, илн уменьшаясь, или то увеличиваясь, то уменьшаясь. 
'Такимъ образомъ. предлагаемая теорема выражаетъ истину бо- 
лфеобщую, ч6мъ содержаше двухъ приведенныхь вышеакеюмьъ. 

Док. Наше доказательство буделъ состоять изъ трехъчастей. 

Во 1-хъ, убФдимея, что ири данномьъ въ теоремЪ уелоши 
величина а не можеть увеличиваться базпредьльно. 

Такъ какъ, по условию, абсол. вел. (4,—@) при неогра- 
нпиченномъ возрастанши Г стремится къ О при всякомъ дан-` 
номь р, то, какъ бы мало ии бымо данное ©, всегда можно 
выбрать # настолько большимтъ, что ири этомъ значени # 
и при ве$хъ большихъ значешихъ абсолютныя величины 
всфхь разностей: 

и-1—@; а —а Чаи ..... Ча... 
будуть меньше ©. Отеюда сеифдуеть, что, начиная съ ав, веЪ 
селБдуюние члены ряда [|] будут. заключены между @—& и 


а„--6; значитъ, ни одинъ изъ нихЪ не ‚ превзойдеть-и»--а5 дру- 
гими словами, величина а не можетъ возрастать безпредфльно. 

Во 2-хъ. докажемъ, что ири услови, данномъ въ теорем, 
изъ значешй ряда |1], перебирая ихъ по порядку значковъ 
и выбрасывая ифкоторыя, всегда момено составить или без- 
конечный ядъ значенй возрастающихь, или безконечный 
рядъ значении убывающихть. 

Въ самомь ДЪЛЪ, каковь бы ни бымъ законъ измЪневя 
значенй величины @, мы всегда можемъ поступить такъ: бе- 
ремъ а,; погомъ, перебирая слфдующя значемя, отдфллемъ 
то, которое больше @, (пусть это будетъ @); затЪмъ, пере- 
бирая сиЪдуюшля, беремъ то, которое еще больше (пусть это 
будетъ а») и т. д. Тогда случитея одно изъ двухъ: или, по- 
ступая такимь образомь, мы можемъ составить дезконечный 
рядъ значенЫ (@,, @к, @и...), ностоянно возрастающихь, или 
же мы ветрЪгимея съ н5которымъ 4», которое больше (по 
крайней мЪрБ, не меньше) вебхъ сл5дующихъ значенй (въ 
частномъ случа ото можеть быть а). Въ послЪднемъ слу- 
чаф станемь, начиная съ 4, подобно предыдущему, соетав- 
лять рядъ значешй убывающихь. Одно изъ двухъ: или мы 
можемь сосгавить безконечный рядъ такихъ значеший, или мы 
встрётимся съ ифкоторымъ а, которое будеть меньше (по 
крайней мърЪ, пе больше) вебхъ сафдующихъ значешй. Въ 
поел$днемь случаЪ станемъ, пачиная съ 4, составлять, по- 
добно предыдущему, рядъ значенй возрастающихь. И опить 
одно изъ двухЪ: или можно составить безконечный рядъ та- 
кихъ зпаченИ. или же дойдемъ до ифкотораго @», которое 
будетъ больше (ие меньше) веъхъ слБдующихъ значенй. Про- 
должая посгупать такимт образомъ далфе, мы увидимъ, что 
можно составить неограниченный рядъ значешй: или посто- 
янно возуастающихъ, или ностоянно убывающихъ, или же, 
наконец. ипамбольшихъ и наименьшихъ значен!й: 


И 


{пусть под ркнутыя буквы выражаютъ наибольния значеня, 
а неподчеринутыя изименьния). 

Положим, что будетъ имфть мЪето самый невыгодный 
для насъ с.учай: послЬды!й. Такъ какъ, по предположению, 


‘и 2а..., то, беря только оти значеня, мы составимъ 
безконечный рядъ убывающихь чаеновъ *): 


ааа О: 


Сь другой! стороны, аа и,..., поэтому, беря только 
эти значешя, мы составимъ безконечный рядъ возрастаю- 
щихъ членовь =*): 
И 

Оказывается такимъ образомъ. что всегда изъ членов ряда 
[1], идя въ немь отъ начала къ концу, можно составить без- 
конечный рядъ значей или гозрастающихь, или убыва- 
ющихь. 

Въ З-хъ, наконець, докажемъ, что разслииприваемый рядъ 
иливетиь предьль. Пусть изъ членовь даннаго ряда: 


И 1] 


мы составили, какъ было выше объяснено, безконечный рядъ 
значенй возрастающихь или убывающихъ: 


и, @т, р, Ч щи. ... [1 


Рядъ [2], удовлетворяя требоваиимъ приведенныхь выше 
аксюмъ, имфеть предфлъ. Сравишвая съ отимъ рядомъ рядь 
[1], замчаемъ, что абеол. величины разностей между соот- 
вфтетвующими членами обоихмь рядовь: и — а,,Чи — а, 
а, — @...... стремятся къ 0, согласно условпо теоремы; изъ 
этого заключаемь, что рядъ || иметь тоть же предфлъ, что 
и рядъ |2] (теор. 3). 


Теорема 6 (обратная). Есши перемюнная величина а. по- 
лучающая неограниченный рябь конечныхь значений: 


@;, @., @з, @,.... @, бла... 


спрелиится 5 предьлу, по абсол. ве.1. (а-—„— а»), при неограни- 
ченнолгь возрастании К, спрелииися къ Отари вся коль данном Ь. 

Док. Если А есть предьль &. то какь бы мало ии было 
данное значене х, всегда моно выбрать Ё настолько боаь- 


*) Хотя, быть-ловеть, убываицих › и не постоянно. хакъ какь нъкото- 
рыя рядэмь стозвия значеня мог) тЪ озазальсн равными. 
**) Хотя, оыть-хожеть, возраслаюдель и не постоянно, табъ кавъ нь- 


хоторыя рядомь ‹аолцая значеши мег ль оказаться равными. 


шимъ,что ири этомъ значеши и при вефхъ болвшихъ зна- 
ченяхь чаены ряда: 
Ч, > ЧА, Ч... р... 

будуть пос:онино заключаться между А—аи А-а; изъ этого 
слвдуеть, что абсол. величина (@,—@,) будетъ мельше За; 
а такъ какр 1 можеть быть мало какъ угодно, то это значитъ, 
что абеол. вел. (@-,—@к) етремитея въ 0. 

Сльдстёе изъ двухъ предшествующихь теоремъ: чтобы, 
перелиьнния величина а, получающья безконечный р.9дъ ко- 
нечныхь значений: 


а, 4, Ч, Ч... Ч, и... 


илнола проебьь, необходимо и достаточно, чапобы абсол. вел. 
(@,--› — аь) при неограниченнолиь возрастаи К стремилась 
5 О при осякомь данномь р. 


Теорема 7. Если 0въ перемьнныя величины а и Ъ полу 
чать содивьйиливенно безконечные ряды значений: 
1, 4, @з, @,-... @ь, Чо... п} 
Об Ор бы баны [2] 
обладающихъ сльдующими двумя свойствами: 
1) Каедое значене ряда [1] меньше каоюдаго значеная 
ряда [2/; 
2) разность В, — а при неограниченнолиь возрастквии К 
стпрелиитея къ 0; 
то аи ильть предьль и притомь оби. 


Док. Достаточно показать, что одинъ изъ этихъ рядовъ, 
напр. [1]. иметь предфль, потому что въ этомъ случаЪ дру- 
гой рядь догженъ имфть тоть же предфть (теор. 3-я). 

'Гакъ вакъ 0, — ц» стремится. къ 0, то, какь бы мало ни 
было дашиое 1, веегда можно выбрать # настолько большимъ, 
что при гомъ значеши и при вебхъ большихъ значемяхь 
разности: 

0 — ав. би: — ааа» была — Ма. ++. 
будуть хоньше 2. Тогда 


и Е (< 13} б-р =— <Я Ч 


а 


‘ъ другой стороны, согласно условю: 
> [5 2-2 6 
Вычитая [3] изъ [5] и [3] изъ [9]. находимъ: 
>, — а [7] @—>и—а [5] 
Еели и-5у>а», то неравенетво |т| даетъ: 


р Ян —<а 
Если же 4_,<4,, то изъ неравенства [5] находимъ: 
Я — < 
Значитъ, абсолютная вел. (@—,— @а,) при веякомъ р мо- 


жетъ быть сдфлана каць угодно малою; олеюда елЬдуетъ, 
что рядь |1] иметь предфлъ (теор. 5-я). 

Теорема 8. Пре/ьль суммы перслиьнныхь величин а и, 
стремящихся къ предъламь А и В, равенъ сумлиь иль пре- 
биловь А-ЬВ. 

Док. Какъ бы мало ни было даниое значеше а, всегда 
можно положить, что при нфкоторыхъ частныхъ значешяхъь 
аиби при всЪхь слБдующихь оначешихь, ли перемфи- 
ныя обудутъ удовлегворять перавеиствамъ: 

А— 1<ахаА-га 
В—а<6<В--а 

Откуда (АРВ) — ааа). 

Отеюда слфдуеть, что абсол. ьоа. (А В) — (а-- 0) д- 
лается и остаетея меньше 24, т.-ь. меньше какого угодно 
малаго значеня. 

Поэтому 7лред. а--0)= А-В. 

Теорема можеть быть распространена на число саагае- 
мыхъ, большое двухЪъ; лишь бы число это было конечное. 

Теорема 9. Пре/ьл» разности переливнныхь а и Ъ, стре- 
мящихся къ предьламь А и В, ревень разности пребьловъ 
А-В. 

Док. Дли доказательства возьлемъ слъдующее тождество: 

(@—6)—0=—4. 

Слагаемое 0 стремится къ презьлу по уесловю; если бы 

при эломъ слагаемое а —@ не етьсмнаось въ предбау, то и 


— до — 


сумма а, очевидно, не стремилась бы къ пред$лу; но этого 
нЪфтъ; значить а—6 имЪетъ предфлъ. Поэтому, на основанйи 
предыдушеи георемы, будемъ имфть: 
пред. (а—6)--пред. 6=пред. а 
Откуда: лред. (а—6)==пред. а—пред. 6=А-—В. 


||. Числа, разсматриваемый накь предьлы. 


Э. Несоизи5римыя числа. Пусть перемфниая величина а, 
измфняясь по какому-пибудь закону, получаетъь безконечный 
рядъ значений: 

1, @л, Ч, @,,... Чь Чи... 1 
соизмьримыхь съ единицей измБрешя и обладающихъ тьмъ 
свойствомт», что, при неограничеиномъ возрасташи й, абсол, 
величина (@,_›,—@^) стремится къ 0 при всякомъ данномъ р. 

Замфнимь всБ значешя ряда (1) числами, измВряющими 
-ихъ; тогда погучимъ безконечный рядъ соизлиьрилыхь чиселъ: 

1, И И, В... Пы №... [3 
обладающий тьмъ же свойствомъ, а именно: при неогран. 
возрастании д, абеол. велич. (п-,—п,) стремитея къ 0 при 
веякомъ давпомь р. 

Рядъ (1), накь было доказано (геор. 5), стремится къ нф- 
которому иргаЪау; назовемъ его’ 4. Значейе А можетъ быть 
или соизмЬримо съ единицей или несоизм$римо. 

Въ порвомъ случа рядъ (2), очевидно, стремитея къ ире- 
дьяу, именно кь тому соизмфримому числу М, которое из- 
мБряетъ соизмЬримое значеще величины А. 

Во второмъ саучаЪ рядъ (2) не стремится ии къ какому 
чиеленному предфлу, если поняте о чисел мы ограничи- 
ваемъ числахи ифлыми и дробными. Условимся расширить 
это понятие. принимая, что рядъ (2) и въ этомь случаь 
стрелийпся къ новоторому численному предьлу, выражающе- 
Ану несоизинорилюе значенае величины А. Этоть предьлъ на- 
зовем несоисмтримымь числомъ. Будемь считать его извв- 
стчыльь, еси’ изаюстенъ законо составлензя членовъ ряда (2). 

10. Всянсе число можно разсматривать, какъ предфлъ ряда 
соизм5римыхь чиселъ. Такимъ образомъ, мы опредфляемъ 


— 44 — 


несоизмфримое число, какъ предл безконечнаго ряда со- 
изм5римыхъ чиселъ: 


а И ЗБ не 


въ томъ случаЪ, когда, обладая иеоблодимымь и достаточнымъ 
усломемъ существовая предЪфла абсол. вел. тд,-— Пк стре- 
мится въ 0), этоть рядъ не елремилея однако ни къ какому 
<оизмфримому предфлу. Разъяснимъ, чло и всякое соизмфри- 
мое число можно разсматризать, вагь предфлъ безконечнаго 
ряда соизм5римых чиеелъ, и притом ь весьма различными спо- 
<обами. Для этого составимь, наир.. рядъ но такому закону: 


4, арах, алах-ра,... илие-тат--...-Ра,... 


и ноложимъ, что въ пемъ 1 есть положительное чиело, мено- 
шее 1. При этомь услови рядъ стремится къ предфау, потому 
что его члены представляютъ собою сумму членовъ геометр. 
прогрессе, у которой знаменатель 2<1, а число членовь не- 
опредбленио возраетаеть. Этотъ поедфлъ ($ 273, теорема 3) 


®сть 


а Легко убфдиться, что велЪдетйе произвольноети 


В _ а _ 
въ выбор а дробь т можеть равняться любому соизмЪри- 
мому чиелу №, при всякомъ данномъ значеши х. Въ самомъ 


ДЪаЪ, если положимъ, что 


а ; 
——=М, То @=01--< 
1—5 2 ) 
с 1 р 
Если, напр., М7 н 2=5: То а=5 тогда получимъ 


такой рядъ: 


Е ке Га 
э" = 5551 345 (5) и: +5 (5) но 


\ 


х 


1 
1 


<тремянийея къ поедфау Т. Еель при томъ же М№-=Т, ио- 
| 1 13 ть ь 
пожимь == 5? то @==-:? И мы будемь имфть другой рядъ: 
+.) 
14 1 зам мт — 


2 з 


—. Ре т р. жа 
Пе а з) -. 
<тремянийея такие къ предълу :. 


Такихъ ридовъ мы можемъ получить безконечное множе- 
ство. Простьишй изъ нихъ будеть при х=0; тогда а==М и 
рядъ будеть состоять изь одинаковыхъ чиселъ: 


№, М, №.... М,... (пред. М). 
Птакъ, ссянкое число, какъ соизлизрилюе, такъ и несоизмль- 
римое, мы полсемь разслиипривать, какъ предьлъ нлокото- 
раго безконечнаго ряда сочзмюримьхь чисел: 


М ни Ииь Па 
обладающее условемь существованая предьла, & именно абс. 
величина (п. —_,—т,} при неограниченном возрастании  стре- 
зантея къ ( нри всякомь р. 


11. Равенство и неравенство чиселъ. Введя новое поняше 
о чиелЪ, как, предфаЪ ряда соизмфримыхту чиселъ, мы прежде 
всего дозжиы установить, что елфдуеть разумфть подъ ра- 
венетвомъ или перавенствомъ такихъ чиселъ. 

Каковы бы ни были числа Ми М, служашя мЪфрою двухъ 
значенй 3 и В одной и той же величины, при одной и 
той же едициць измърешя, они ечитаются равными, если 
А=В; М сииаетея большимъ М, если А>В. Въ этомъ со- 
стоить общйи принцииу равенетва или неравенства чисель, 
разематриваемыхъ, какъ’ результаты измфрешя значенй ве- 
личины. 

Но когда числа Ми М даны, какъ иредзлы рядовъ со- 
измБримыхь чисель: 


м 21, 3; Ти... т... (000. М) |1] 
п. п, НН, В... ,... (71169. №) [2] 


то этоть прииципъ можно евести къ саБдующимъ опред\- 
ленямъ: 

1) М=\У, если разность ту — пк стремится къ 0 или 
равна 0, по:ому что въ этомъ случаЪ значешя величины, 
измЪряемыл числами данныхь рядовъ, стремятся къ общему 
предфау (теор. 3-я). 

2} 2 У. если разность т, — пк делается и остается 
больше нь, о:ораго положешнельниго числа, и обратно: М«М, 
если эта разность дается и остается меньше нъкотораго 


г бе 


отрицательнаго числа*). ЦЪйствилельно, въ первомъ случаЪ 
значен1я величины. измфряемыл чпелами ряда (1), стремятся 
къ большему предфау, а во второмъ къ меньшему, чмъ 
значешя величины, измфряемыя чисмами ряда (2). 

Когда одио изъ сравниваемыхъ чиселъ, напр. №, соизм- 

римо, а другое разсматриваетея. иашь предблъ: 
1; т, т, т... т,... (пед. М) 
то высказаиныя положешя сохраня.отъь свою общность, такъ 
какъ чиело № можно разематривать, казъ предфлъ ряда: 
а м, Мце М дд, Ма 

Значить, М =: №, эели разность т, — № стремится въ 0, 
ММ или М<_М, смотря по тому, дБлаетен ли и остаегея 
эта разность больше положительнаго или меньше отрица- 
тельнаго числа. 

Чиело М считается положительнымь, если и, при ие- 
огран. возрасташи №, дЪлается и остается больше ифкото- 
раго поетояннаго положительнаго числа; число М считается 
отрицательнымтъ, если и дфлаетси и остается меньше иф- 
котораго постояннаго отрицательнаго чиела. 

'Такимъ образомъ, равенство и неравенство чиселъ, какъ ©о- 
изм5римыхъ, такъ и несоизм5римыхь, вполнб соотвЪтетвуеть 
равенству и перавенетву значеши величины, измБряемыхъ 
этими числами, велбдетые этого изь равенетва или нера- 
венства значешй величины мы можемь вывести заключеше 
о соотвфтетвующемъ равенствЪ или иперавенствф чиселъ, из- 
мфряющихь ихъ (при одной и той же единиц измБрешя) и 
обратно. Поэтому аксомы о равеистьЬ или неравенств зпа- 
ченй величины виолнф приложимы и къ чиеламъ; такъ: 


если \[=М и М-==Р. то М=Р; 
если ММ и М-==Р, то МР 
если М>М№и МЪР. то МРит. и. 


12. Сложеше и вычиташе чисел”, разсматриваемыхъ нанкъ 
предфлы. Сложить или вычееть де. чиела Ми №, изм$ря- 


%) Недостаточно было бы сказать: „дозеется и остаетея положитель- 
ной", или: „дфлаелея н остался отрицате пон“, потому ч1о при этихъ 
усломяхь ›\-—пу можегь имфть предфлом.. 0, и, ‹ЛЬд., Мам, 


юийя ири одной и той же.единицЪ, два зпачешя величины 
Аи В, значить найти число, измБряющее сумму или раз- 
ность А +В. Въ этомъ состоитъь обийй принцилъ сложеня 
и вычиташя чисель, разсматриваемыхь, какь, результаты 
изм$решя зиачен]й величины. р 

Но когда чиела Ми М даны какъ предблы рядовъ: 


Ни, Ту, Т., Та,... Ть... (пред. М) 0] 
п, №, п, Ш,... Пл... (пред. №) И 


то этоть прницииъ можно свести къ слъдующимь опредфле- 
шим: 


И Сложить М и Х значить нийпи предьль ряда: 

т, т, т, тп... ть... 13] 
2) Вычесть Х изъ М знаиить найти предьль ряди:. 

7 — 7, 20, — 15, 1: —П,.. ТА ,... |4 


ДЪйствительно: если значешя величины, измфряемыя чис- 
‘лами ряда |1. стремятся къ предфау 4, а ряда [2] къ В, то 
значенщя велачины, измфряемыя числами рнда [3], стремятся 
кь ипредфлу 4--В, а ряда [4]-—къ А—В (теор. 5-я и 9-я $ 5). 


13. Такь какъ равенство и неравенство чиселъ, а также 
их. сумма и разность, соотьБтетвуютъ влолнЪ равенству и 
неравенству, сумм и разности измфряемыхъ ими значешй 
величины, то: р 

1) Весь равенства и неравенства, выражающая свойства 
сум \ы и разности значений величин, прилиьнимы и къ чис- 
дало, вакъ соизмюримымь, пакъ и несоизлиримиымь. 

'Гакимъ образомь, если М, Ми Рбудуть кая ни на есть 
числа, то можемъ писать: 

М--У--Р-=М--М--Р=Р--М--М-=... 
М-ЫУ-Р)=М-М-Р 
М—(\У=Р)=М—М№=Р 

Гааи М=М№, ть и М=Р=М=Р 
Вир М < №, то и М=РМ-Р ит. и. 


и) Всю иск.ины 0 предьладь, изложенныя в% предыдущей 
гл, примювимы и къ числам. 
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д Киселеьъ, Дон  стытьй загебры. 


== {5 = 


Такимъ образомъ, въ словесномъ выращени этихь истинъ 
вездЪ, гдБ говорится: „перемфиная величииа“, можеть быть 
постазлено: „перемЬнное число“. Наир., теоремы 8-я и 9-я 
ВЪ примБнеши хь числамъ выразится такъ;, 

Предфть суммы перембниылхъь чиселъ 1 и п, стремящихся 
кь предфламъ М и №, равеиъ еуммЪ ихъ предфаовь М-ЕМ. 

Предфль разносек перемфиныхъ чисель ти, стремя- 
шихея къ предфламь Ми №. разешь разноети ихъ предф- 
ловъ М—М№. 


14. Приближенныя Значеня нссоизмфримаго числа. Когда 
число № разсматриваетея, какъ предфлъ ряда соизмБримыхуь 
чиселъ: 

За Пе ПЕ 


то кащдое изь послфднихъ можеть быть названо лридбиц- 
океннымъ значецемъ числа № при чемъ п», будетъ ириб. 
значене числа М съ избыткомъ или съ недостаткомъ, смотря 
но тому, будеть ли ж>М, или п,< М, другими словами, 
будеть ли разность 7% —1-, при инеограниченномъ возра- 
стан!и р, оставаться больше ифкотораго постояннаго поло- 
жительнаго числа или меньше ифкотораго постояннаго от- 
рицательнаго числа. Кромф того, 7, наз. прибл. значешемь 
числа № съ точностью д0 а (напр. до 1), еели абе. вед. 
т, — М№«а, другими словами, если абс. вел. И» — и, при 
неогр. возрастании р, дфлаетея и остается меньше а. 

Обыкновенио приближениыя значеня находятъ съ деся- 
тичнымъ приблилещемъ: до 0,1, до 0,01 и т. д. Тогда не- 
соизмфримыя числа разематриватють, как предфль десятич- 
ной дроби съ безконечнымъ числомъ дисятичныхъ знаков 
($5 118 и 119 Эа. алг.). 


1. Умножение, дьлене и возвышене зъ степень чисель, разсматриваемыхь, 
иЗНЬ ПРЕСЛИ, 

15. Лемма 1. Разность (46...5) — (а. Ъе,...К,) безконечно 
мала, если разности а—а, БВ, е—е,...К—К, безконечно 
маль (веЪ чиела преднолагаюте.. соизмфримыми, конечными 
и число сомнощигелей конечпос). 


— а — 


‚ 


: 


„Док. Докажемъ спачала эту истину для двухъ.сомножи- 
телей. Пусть а—а = и 6—6, ==, тогда 0 


6—6, —и6—(а—а)6—в)==а6- 34—98. 


Такь какъ по условцо, а и 8 безконечно малыя числа, то 
правая чаель этого равенства, а елфдов. и его л5вая часть, 
безконечно маша. 

Теперь распространимъ эту истину на большее число со- 
множителей. Тацъ какъ разности 20—46, и с-—с, безко- 
нечло малы. первая цо доказанному, а вторая по условию, 
то произведьме абс безконечно мало отличается оть а,6,с,. 
Подобно этому убфдимея, что произведене афс@ безконечно 
мало отличается отъ а,6,с,4, и т. д., лишь бы только чиело 
сомножителеи было конечное (только при этомъ услови, раз- 
суждая подобно предыдущему, мы можемъ дойти до конца). 

Замфтимь, что доказанная истина не теряетъ своей силы 
и тогда, когда иБкоторые изъ есомножителей будутъ числа 
постоянных. 


а а 
Лемма 2. Разность ьее г. безконечно мала, если разности 
1 


а—а и Ь—Ъ, безконечно малы и числа Ь и, не стре- 
мятся въ 0 (всЪ числа предполагаются соизм$римыми и ко- 
нечными). . 


Док. Пусть а-а =аи6-д, =. Тогда: 


ааа а _ 916—в)—ва—а) _ —чв--ба 
и в дв 00—9 65 


Такь какъ. по условию, числа @ и В безконечно малы, 
аби не сгоемятся къ 0, то правая часть выведеннаго 
равенства, а сад. и его дфвая часть, безконечно мала. 


16. Вь иглослфдующихь теоремахь буквами Ми М мы 
будемъ озиалать числа. соизмфримыя изи несоизм5римыя, раз- 
сматриваемыя. какъ иредфлы рядовъ соизм5римыхь чиселъ: 


т, т, т, т,,... (пред. М) 
2; п, И, п... (ред. М) 


, 


Само собою разумЪется, что рьды ти, имфя предёлъ, должны 
удовлетворять необходимому и достаточному уелов!ю существо- 
ван1я предфла, « именно: абсо.иотныя величины разностей 

Ти — 1, М ПА--р — ЛЬ 


ири неограничениомь возрасти й стремятея къ 9 при 
зеякомъ р. 


11. Теорема. Ря0ъ ш,п,, ш,п,. т.и,,... мал... стуелиянся 
въ предьлу; этоть предьль разно МХ, ели Мих числе 
соизллеримыя. 

Док. Для существоваюя предъаа разсматриваемаго ряда 
достаточно показать, что разность и, п-р—Пи стремится 
къ 0. при неограниченномъ возрасташи #. Это дЪйствитель- 
но имфеть м$сто (лемма 1), лакъ какъ разности 4 ,— 9), и 
1ит,—Пь, по условию, безконечно малы. 

Когда М и № чиела соизмЪримыя, произведеше ММ есть 
опредбленное чиело, получаемое изь М и М еоглаено опре- 
дфленпо умножейя для чисеть соизмфримыхь. Для доказа- 
тельства, что э1о число есть предзлъ разематриваемаго ря- 
да, достаточно обнаружить, что разность ММ —этп, етре- 
мится къ 0 при возрастани /:. Это дфйствительно имфеть 
мфето (лемма 1). такь какь разности М—ть и М-— ль без- 
конечно малы, согласно опредъиейю предфла. 


18. Опредфлене. Умнооюшиь М на М, когда эти числа, 
или одно изъ нихъ. несоизлиюрилныя, значить найти предьль 
ряда: 


> И.В, ПИ, АИ 
т.-е. найти предьлъ произведе:йя приближенныхь значенй 
чисеть М и У при неограпиченномъ увеличени степени 
ириближеня. 

По доказанному выше. тацой предъль существуеть при 
велномь Ми №: ошъь равенъ ММ, когда эти чыела соизм$- 
римыя, и принимается за З/У, по опредфаенио, когда эти 
числа, или одно изъ нихъ. несзизмьримыя. 

Покавемъ, чло произведеше ММ ‚ завменть отъ того закона. но ко- 


хорому составляюлеа ряды прибльле.: .Хь змачени ММУ. Пусть несоизмь- 
римое Чиено М есь, предвлъ двухь ‚ дорь прибляжевй: 


—а 


ть т,, Пу, т... Ти... (пред. М). 
т’. т,’ ть’, т... Ть,... (пред. М) 
Такъ кань сии ряды имфють обний предьлъ, тот,-—ти стремится ьъ 9 


ирн возрастаь,.. ® (теор. 4$ 8). Подобно этому, пусть, несоизмьримое чис- 
10 № есть общий предьлъ двухъ рядовъ приближении: 


й, - 2%. п,. П,,... Пи... (пред. №) 
Ще А 01000-№ 
$, 


Значить, разновь упр 


также стремигся къ 0 при ‹возрастати №. 
Тогда два ряда: а 


тит, тн, Ту... ТА, -. 
1 : ' } й ! ! 
пт тт ТУТ... ТЙЬ... 


должны имбль одшиъ и тотъ же предьиъ, такъ какъ ‘разность пили ’т' 


безконечно маша (лемма 1). Значить, произведеше ММ имо единслпвен- 
ное значеше. 


Легко видфть, что теорема предыдущаго $ и опредфленше 
этого $ распространяются па произведене 3-хъ, 4-хь и 6бо- 
лЪфе сомножьтелей, лишь бы чиело ихь было конечное. 

19. Сльдотве. Рядъ: п’, р, шР,... 1р.... гдю р есть 
постоянное иълое пюлюлющтельное число, имлъеть предъль; 
этоть пресьль равен Мв, такъ какъ возвышене въ цфлую 
положительную степень иредотаваяеть частный случай умно- 
женя. р 

20. Тебрзма. Если Х-АО, то рядъ: а 

и п Ш № Пк 
м й 
илнъеть прейьль; этот предьль равен *0гда М + М чис- 


ла соизмиримыя. 


Док. Разсматриваемый рядь имфеть предфаъ, потому что 


ПП, —,  Ть . 
разность Е при неограниченномъ возрастанти й есть 
и ЧЕ 


число безкопечио малое. такъ какъ разности пи, — Ти и 
п.-р Ти боздоиечно мамы (аемма 2). 


М 
й) 
Этоть и'едьль равенъ и когда М и № чиела соизмБ- 


М эп. 
римыя, потому что разность —5— > 
- А 


есть число безконечно 


малое (лемма 2). 


21. Опредълене. Раздьлить М на №, когда эти числа, 
или одно изъ нихъ, несоизмьримыя. знаиипь найтии предълъ 
ряда: 1, ый а А т.-е. найти предБлъ частпаго отъ дЪ- 

п п. в ПА 
леня приближеннаго значейя М па приближенное значене 
У при неограничениомъ увеличензи степени приближешя. 
По доказаниому выше, такой предЪль существуетъ при 


М 
веякомь Ми №; онъ равенъ =? когда оти чиела соизмфри- 
4 


М 
М 
или одио изъ нихъ. несоизмЪримыя. 


мыя, и принимается заз‚` по опредъленю. когда эти чиеда, 


Подобно тому, какь это было едфлано для произведешя ММ, моно 
доказаль, что частпоет; не зависить огъ ‹01о закона, ио которому сосла- 


вляются ряды приближенныхъ значеши чисель Ми М, 


№. Распространене съзйствь произведеня, чотизмо и цълой степени на числа 
НОСОИЗМЬДИМ в. 


22. Легко убфдиться, что всь равенства и неравенства, 
выражающля свойства произведении. частинаго и степени, со- 
излерьмьить чисель, примьними и въ числамъ несоизмери- 
мыл. 

Пусть, напр.. имфемъ равенстьо: 

(а (ав) =92—62 
вЪрное для веякихь соизмфримьлъ значешй а и 0. Пока- 
жемь, что оно вЪрно и для несоизм5римыхъ значений этихь 
букв. Пуеть а=-А/. 9==М, ТАБ 27 и М несоизмфримыя чис- 
ча, данпыя какь предфлы. Ра. ›ждаемь такъ: равенетво: 
(Риет,) тии тн, 
вЪрио при веяко м значеши бы ‹ а Ёдорательно: 
пред. | а-Рплатк- И = Ид. 2 ПАй) 


Но пред. |(и--т) (ти—т=тред. тт) пред. (тт) == 
==(пред. ть-- пред. зв) (пред. пу—пред. )=(М-ЕМ) (М-—М№) 
и пред. (пы — п, *)-=пред.т2—пред. ти? (пред. ти)1— (пред. и = 

—=М— № 


Зпачить: (М--М) (М-М)=Ме-- М. 


Подобно 210му, можно показать примЪнимость для несоиз- 
мфримыхъ чиселть веякихь другихъ равенствъ и церавенствъ, 
доказанныхъ дая чиеелъ соизмЪримыхъ. 


$. Предъль произведена, частнаю и степени. 


28. Пусть ж и п два какихъ-нибудь перемфнныхъ числа, 
а Ми М въь предфлы. Теоремы и опредфлешя предыду- 
щихъ $$ выражаютъ. что еси ти п, измЪняясь, переходятъ 
только черехь соизлиьэрилмиыя значешя: 4, 1, т.,... 1, п, 

т М 

п;-...> ТО Пред. (тр АШУ, пред. (т?)= М» и пред. А 
Легко теперь убФдиться, что эти выводы остаются вЪриыми 
и тогда, когда 71 и п, измфияяеь, переходятъ черезъ хажя 
угодно значенгя, какъ соизмфримыя, такъ и иесоизмфримыя. 
Въ самомъ дьлЬ, вс ТЪ равенства, на которыхъ было осно- 
зано доказательство леммъ 1-П и 2-й $ 15 и поелБдующихъ 
за ними теоремъ, остаютея вфрными и тогда, когда буквы, 
входяцйя въ нихъ, означають несоизмримыя числа (какт, 
было разъяевено въ иред. $); значить, окончательный вы- 
вод изъ отихъ теоремъ ие теряет» своей силы и для несо- 
измфримыхл, значешй буквъ. 


Такимъ образом можемъ высказать: 


1) Предю произведен4я конечнаго числа перемьнныхь чи- 

сель разенъ произведению ихь предюловъ. 

2) Предь.гь частнаго перелиьнныяь чисель равенъ частно- 
у ихъ пре. 108%, если предьль дълицапеля не равен» 0. 

8) Предк.гь степени. у которой показеллель есть посзло- 
нное ц6.л10. иоломеительное число, а возвышаемое число пе- 
РАЪННОе. ре жиъ той сс степени предваа этого перелиьн- 
920 чисаа. 


1. Занее УК да К м ть точная зая стешежь. 


24. Лемма. Если, т есть постоянное иълое положитель- 
ное число цац а перемюнныч конечныя числа, то раз- 
ность а? — а,” безкомечно мала, вогоа а— а, дезконечно ми- 
лое число, и наобороть. 


Док. Это можно видфть изъ равенства: 
й "— 0 "—(а— а, (аа, а -фв ат р а”) 


вБрнаго дан всевозможныхь зпачешй буквь @ и @.. Когда 
а— а, безконечио малое число и с и а, цонечныя числа, 
то праваи часть этого равенства, « олд. и его лфвая часть, 
безконечно мала; обратно, когда и”—@,”" безконечно малое 
число, то множитель @ —@, должень быть безконечно ма- 
лымъ числомъ, так какъ другой миожитель, при конечныхь 


Фи а, нредставляеть конечное чисшо. 


Замфтимъ, что эта истина не торяетъ своего значешя и 
въ томъ случаф. когда число а или а, постоянное. 


25. Въ $ 151 „Злементарной аигебры“ мы видфли, что, 
каково бы ни было положительное соизлиьримюе число А 


х х--1 
п 


всегда можно найтии два соизлиьрилигл числа вида: ии 


> 


5 


разняиаяся какъ угодно мало и ‘между ш-ыми степенями 
которыдъ заключается А. Тамт, мо было принято, что эги 
соизм5римыя числа называются приблиоюенными значеная.ии 


У А, съ точностью до 2 причемт, то чиело, степень кото- 
раго меньше 4, наз. прибаиженнымь зиачешемъ съ недостат- 
коль, а то, степень котораго больше А\,— съ избытком. То 
же разсуждеше. какимъ бымо доказано это предложене для 
соизмф$римаго чиела Я, вполиЪ прамфнимо и для сыучая, 
когда число А несоиомфримо. 


Таким образомъ, зеаи буквою а о юзначимт п иближенное 
2 . 


. #з ыыы 1 
значеше МА с точностью До Е сь.к достатвомъ. то Адолжно 


а 
заключаться между @” и (@ а ; если же @ есть.приближ. 


значеще съ избыткомъ, съ тою же точностью, то А должно 
ие 


1 ы ` 
закаючаться между ( ке и 4". Когда же неизвЪстно, съ 
избыткомъ и. иедостаткомъ будеть приближее а, только 


знаемъ, что степень его точности есть дробь п? то во вся- 


комъ случаЪ можемъ утверждать, что А заключено между 


\ м / 1 эп _ 
( и и {4 Е: . Докажемь теперь о приближенныхъ 
\ 


значешяхъ 1 74 слБдующую истину. 

26. Теорема. Предьль ш-ой степени приближеннаго зна- 
ченя У А, при неограниченном» увеличензи степени прибли- 
женя, равен» А. 

ок. Пусть мы имЪфемъ безконечный рядъ приближен- 
ныхь значеый МА: 


` 


Па бе аа 


вычиеленныхь соотвЪтетвенио съ точностью до: 


Га. 1 
т’ п,’ 15’ т, 
гдф чиела: /,. Л, П;›... идутъ, вее возрастая. Эти значення 
могуть быть ици веЪ съ недостаткомъ, или вс съ избыткомъ, 
или нкоторыи съ недостаткомъ, а другя съ избыткомъ. До- 
кажемъ, что каковъ бы пи былъ законъ возрастан1я знамена- 
телей: 2, 1;. 7.,... и каково бы ни было разнообразе въ 
чередовани зиаченш съ педостаткомъ со значенмями съ из- 
быткомъ. рядь: 


Ч”. а)", а", а”... @а",... п] 


стремитея вь предфлу А. Дая доказательства возьмемтъ два 
вепомогательныхь ряда: 


{ 1 \ / / 1\” 1 \ж 
1 ——} т (&-= о 
, т, . 843 А. 


Числа ряда [2] меньше 4; числа ряда [3] больше 4; по- 
этому каждое число ряда [2] меныше каждаго числа ряда [3]; 
съ другой стороны, разности между соотвзтетвующими чис- 
лами этихъ рядовъ стремятся къ 0 (лемма 5 24), такъ какъ 
разность ( +5) — (с — С Е есть число безконечно 

: бк ИЗ 73, 
малое, ири неограниченномъ возрасташи п». Изъ этого ел5- 
дуетъ, что эти ряды стремятся къ общему предЪлу (теорема 
1-я $ 3). Этотъ предьль не можеть быть больше А, потому 
что 665 числа ряда [2] меньше А: оцъ не можеть быть и 
меньше А, потому что 66% чиела элда [3] больше А; слЪд., 
этотъ предфль равепъ А. 


Рядъ [1] должень стремиться кт, тому же самому предфау, 

\ м 
такъ какъ разность 4,” — (-„) при неограниченномъ уве- 
А 


личешя К есть число безкопечно малое (лемма $ 24); что и 
треб. доказать. 

27. Теорема. Приближенное значене Ух стрелиится къ 
предьлу при неограниченнолиь увеличени, степени приблиэюе- 
ная; этоть пребьль есть такое число, т-ая степень кото- 
раго равна А. 

Док. Пусть мы имЪемъ неограниченный рядъ приближен- 
ныхъ значешй Уд: 

4, @,, а, 4, -... |1} 


вычиеленныхъ все съ большею и большею степенью точности. 
Для показал существованя предфла этого ряда возьмемл» 
другой рядъ: 

Г я 4", а", 6”. а а". о 2] 


Такь какъ этотъ рядъ, по доказанному выше, етремитея 
къ предфлу, то, при неограничениомь увеличеши й, разность 
а, ,—@: стремится къ 0 при всякомъ р (теор. 6-я $ 8); въ 
таком" случа и разность а, — п, стремится къ 0 ($ 24); 
поэтому рядъ [1] иметь предБлъ. Назовемъ его Х. Тогда 
рядъ [2] долженъ стремитьея къ гоед$ау Х” ($ 19). Но мы 
видЪли выше, что этоть предфлъ есть А: значить Хи" = 4, 
что и требовалось доказать. 


Гакимт, образомь, называя корнемъ 27-ой степени числа А 
такое число, т-ая стеиень котораго равняется“А; мы теперь 
видимъ, что, когда А есть число несоизмфримое, ‘или хотя и 
соизмБримое, но не представляющее точной тп-ой степени 
соизм5римаго числа, корень 7-й степени числа А есть пре- 
дъть приближенныхъ значе этого кория при неограничен- 
номъ увеличеши степени приближеня. 


и. Рпространене свойствь радималовь на несонзмъримыя ыы ‘увачени. 


28. Веь тождественныя преобразовавля радикаловъ, вЪр- 
ныя дая соизуБримы хъ значенй этихъ радикаловъ, примфнимы 
и кь несоизм$римымъ ихъ значемямъ. Дфйствительно, всЪ 
эти преобразованя оеновываютея, во 1-хъ, на опредфлеши 
1/Я, какъ такого чиела, п-ая степень котораго равна 4; во 
2-хъ, на свойствах иервыхъ пяти алгебраическихъ дЪйетвй; 
но мы види, что то и другое виолнЪ примЪнимо и къ не- 
соизмфримымъ значетямъ радикаловъ. 


Такимь образомъ, всегда можемъ писать: 
и р -— а ро БК 
Иде а с: а 4. и . 
1 У | и“ =" Иа 


По Иь р тт 


Га /и=”И а: если а>%. то т е>уИ8; ит. и. 


У. Значене несонзмъримаго показателя. 


29. Леима. Если въ выраженаи аа, при а постоянномь 
полозсииельномь, не равномь 0, а стремится къ 0, пере- 
20дя черезъ соизмьримыя значеня, то пред. аа=1. 


Док. Положимъ сначала, что @>>1 и а приближается къ 0, 
ь 1 
переходя только мерозь значешя вида —, ГДЪ п есть цфлое 


положите, ьвоз число, неопред$ленно увеличивающееся. Возь- 
мемъ гесб\о 1рическу юЮ прогрееею: 
1 2 3 и—1 


И 


знаменатель которои есть @", а чие:о чаленовъ равно п. Из- 
вБстно (Эл. алг.. 5 274, теор. 3), чё: 


"—1 1 
1 2 з п] ты. 


ааа“ —...-Ра* ` == 
Ч” —1 Я" —1 


п 


Такъ какъ. по уелюовю, @>1. 10 и Иа. т.-е. а” больше 1. 
Поэтому взятая нами прогрес@я есть возрастающая, и всЪ 
члены ея, начиная со второго, преьсходятъ первый членъ. 
т.-е 1. СаБд., если мы замнимъ 2еЬ члены первымъ, то 
уменьшимь ея сумму: 


ЕЕ Ре ет 


а—1 
Г) 


1 

а—1 
т.-@. п-т; оТьуда: а" —1< 

—1 
Пзъ этого неравенства заключаемь. что при иеограничен- 

1 
номъ возрастави 7 разность а" — 1, оставанеь положитель- 
ною, дЪлается и остается меньше какого угодно малаго числа; 
1 
значить, 1160. а ==1. 

Пусть теперь & приближается къ 0, принимая каюмя угодно 
значешя вида т гдф ири 4 цБлыя положительныя числа, и 
4 попрежнему боле 1. Какова бы ни была правильная дробь 


р В ; 1 1 
——, Всегда можно найти двЪ дроол вида: — и—— межд 
9? ` " р И 1-1 > у 


7 
которыми заключаегся т. 
г р 1 1 
Дъиетвительно. ^ == —_ == - 
9 @4:Р и 
п—- 
р 
еели черезъ й и Г одозначимъ ‹оот..Ьтетвенио частное и оста- 


. #2 р 1 
токъ о.ь дьлешя и нар. Тавъь виаль <. то — а 


сь 


Я 1. 
другой ‘стороны значитъ, всегда можемъ положить, что 


„> Е 


о - 


1 
Когда Г стремится къ 0, то и дроби е. и 


и елфл. 


1 
п--1 
Е 1 
0; при ртом. какъ мы выше доказали, числа ди д стремлт- 
р Е. 
ея къ 1. Отеюда слЬдуегъ. что и 4, заключающееся между и" 
1 


и а", чавде иметь предьлюмь 1. 

Предноложимт теперь, что, при а>>1, а стремится къ 0, 
оставалс., отрицатедьнымъ чиеломъ. Тогда-—х будеть число 
положительное, стремящееся къ 0. и по докаваниому: 


стремятся къ 


пред. «-1=1, т.-е. пред. = 1. 
Откуда. ред. а* =. 
Наковець, положимъ. что «<. Тогда >> 1, и но дока- 
занному выше: 


1 \% 1 
ред. ы = 1, т.-е. пед. =. =]. 


Откуда: пред. аа —=1 


Сльдстве. Если а постоянное полоэюилтельное число, @Ъ и Ъ, 
перелиьнныя конечныч соизлиьримыя числа, меоюду которыми 
разность безконечно мала, 1по ц разность &№—ам безконечно 
мала. потому что зла разность равна произведентю 4(1—а°-"). 
въ которомъ первый множитель есть число конечное, а вто- 
рой стремится къ 0. 

Замфтимъ, что заключене остается то ‘ке самое, если 4,. 
или 6,. . чисаомъ постояннымъ. 


ЗО. зорема. Если Х есть число, разсмелтривае ное, какъ 
пред. ть из„онечниео ряда соизмъримыхь чисель: 


т, п, п; Ш... (пред. №) 
пю рядь: о ре, 8, фи... а.. 


2: 30: 


гдть а есть постоянное полоэкительное чи .:0, илиьето предл; 
ототь предьль равенъ `, если № сонь нъримое число. 

Док. Таьъ какъ разность И. „— Их ‹. эемитея кь 0 при воз- 
расташи й, 10 и разносль а* | „—(”, пазае стремится въ 0, ©0- 
тчасно елЪдетвю изъ вышеприведенной леммы. а это доказы- 
ваеть существование предфла разематриъаемаго ряда. Этоз ь 
предблъ равенъ 4, вода № воизмБри-зое число. потому что 
разностьа”—а*, на основаши того же с» дсгая, стремится къО. 


81. Опредълене Возвысить а въ Х-ую степень, когда УХ 
несоизлиьримюое число, значить найти предьль ряда 


а", , 2, @,.. @’,... 


гдь п, П,, 1.,,... есть рядъ приближенныхь значений М съ 
возрастающею степенью приближеная. 

По доказаиному, лакой предфлъ су шествуетъ при всякомь 
М; оиъ равеиъ а”, цогда № соизмфримое чиело и прини- 
«мается за 4“, по опредфленйю, когда Месть несоизмфримов 
число. 


Поважемъ, что величина &У не зависить оть 10го закона, по которому 
составляется рядъ приближенныхъ значении числа №. Въ самомъ двль, 
если М№ есть предьль двухъ различныхь рядовь приближенныхъ значени: 

т, 29, п, 1... .. : 

а и ‚ пред. Х 

М, п, п, йа... м... | 


ТО это значить, что разность 2)—’ етремулея ьь 9 при возрасгани А; по 
тогда и разность а\—@а"! также стремигея вь 0; елбдов. два ряда: 

до а а». 

а. 2, в. : а"... 
имъють общий предьлъ ($ 5, теор. 3) 


М. Распространене сзсьствь поназателей в2 ‘эзоизмьримыя ихь значения. 


—^ 
1 


` 32. Беъ тождеелвенныя равево..4 и перавенслва, выра- 

заюшщи свойства соцамЪфримылх”, по азателей (ем. главы объ 

огриц. и дробныхь поьазалеляхь‘ ‚ зимьнаютея и къ показа- 

телямъ несоизмфри`. ымъ. Возьмем. дая примЪфра равенство: 
| @ха? = ах 

вБрное цля ‹онзм1, „мых показан а. и положимъ, что 2=М, 


= 


у == №, гдь М а М суль несоизм$римыя числа, разсматри- 
ваемыя, кавь предфлы рядонъ соизмЪфримыхь чиселъ: 
т, т, ,... пи,... (пред. М) 
п, Пу 1)... ТТ... (1009. М) 
Разкуддасмь такъ. равенсаво аби == а” вЪрно ири 
ВЛОМ значу К; потом): 
пред. (а) = пред. (а”+ Ра) 


1 \ 


т, 
п 


1: 


Но ные. [ча] = пред. а. пред. а ==аа^ 
и Пред ттт еваИт\ 
Слъд. и ЗЫ 


Подобно ›лому, можно показать примфнимость къ несоиз- 
мьримымъ позазателям и другихътождественныхъ равенствъ, 
доъазаицныхъ для соизмБримыхь показателей. 


33. Убьдимел аще вь олд) ющемъ своиствЬ цоказагеля, доказанномт, 
вь \ 276 „Элем аигебры“ дая соизмВримыхь чисель: еси а>1 и х есть 
пололешлпельное висело, то а7>1. 

Пусль р=М, аль М есть несоизмЪримое число, опредвляемое, какт ире- 
двлъ неограниченииго ряда ‹оизмВримыхъ чизель: 

ат, Ш» 1д..... . Ш... @4ед. М) 

Боли 21 есль чисмо положилельное, то э10 значить, что 7ы, при возра- 
сгаши А дЪлается и остается больше ивьотораго поетоянио положилель- 
наго соизмвримао чисиа, наир. больше т. Веши же прог, то и аа 
($ 276) Поэтому. 

пред. 2’, 1.-е. а/ зат 

Гакь ьавь } чаедо воизмЬримое и воложичельное, го >11 и потому 

ай`>1. 

Изь эо саьдуетъ, ч1о и дая несоизмьримыль значещи логориема 
остается вЪрььм“ь с1ьдующее сьоиство: большему логиривму соотельт- 
среуениь @ 00 иечее число ($ 276). 


34. Быше бь 0 „рьазано ($ 29), чо а? стремисся къ 1, вслиа слрёмит- 
егьь 0, перехо ‚ сочььо чрезь сбизмфримыя значеши; теперь не грудио 
ВИДЬТЬ, ЧТО Зи а ое олаетоя то же самое, когда предиоложимъ, чго а, 
прибимемюь в. «,одьлу 0, пелкходить черезъ вмая бы то ни быо зна- 
черта. Въ вамо\ ь ць1Ъ, ви а оудеть чиеломь цесоизмьримымь, го все! да 
ВОМОНО Нами „.гоизмьримьл прибт. зваченя 1, одно съ цедосгилкомт, 
друзов оъ ино: с-Ь, ОТЛИЧАЮНИНСЯ ОДНО ОГЪ Аругог9 ьакъ утодно ма, 
уе д бу. счеше сь и дОсТАльОМЪ, & 21] еь избыткомь; то да 


у а в САБ Ч ах: а? 


Когда а будеть приближалься къ предьлу 9 къ тому же предьлу будуть 
стремиться 1; и я;;; при этомь пред. а‘, пред. а? =1; значить. пред. 
7—1. 


35. Если гавимъ образомъ, аемма 5 29 остаелся вьрною при какомъ 
угодно процесеь измБнешя а, То и с.ио0сииае изъ нея (тотъ же 8) примЪ- 
нимо къ несоизмБримымъ показателямь, з -.. евиё а постоянное положси- 
эпельнюе число, а Ъ и 1 перезионныя когочныя числа, соизмиьримыя 
или несоизморимыя, между которым разноеть дезконечно мал, 
то м разность а—а®;, безконечно мала. Это предложене понадобился 
намъ при дальнфишемъ изложещи. 


1. бобщене теорвмы о пьольль степени. 


36. Предьль степени равенъ предълу возвылиаемаго числа, 
возвылиенноли] въ степень, показатель которой есть предьль 
показсеипеля данной степени. 

Чтобы дать этой теоромЪ наибольшую общность, мы бу - 
демъ предполагать, что она включаетъ въ еебф и тЬ случаи, 
когда возвышаемое чиело или показатель степени есть число 
постоянное; тогда подъ предфломь постояниаго чиела бу- 
демъ разумфть само это постоянное чиело. 

Док. Разаичимъ три случая. 

1-й случай: показалпель степени есть число постоянное. 

Пусть #2 есть неремфиное число, имфющее предЪломъ М, 
а П число постоянное. 'Гребуетея доказать, что пред. т’=М”. 

Для случая, когда показатель 22 есть чиело цфлое положи 
тельное, эта теорема была доказана раньше ($ 23). Почо- 
жимъ теперь, что ® есть положительная дробь вида 2/,. Тогда 


2 в я 
М" — т = М—ти—1 1-УР. П:» тождества: 
(Ив-Уу Ме НИ (УИ а. (ив Меир 
находимъ: 
а жа. ФТ 
Им—Ит= , а пе 
СМР) И ие. . --...--(Ит т 


{М—т) В а, р 


© О - (И тв 


Такъ какъ одыть изъ сомьо,...солей чиелителя, именно 


—27. ость безконечно малое чи. о. а другой сомножитель 
Р4 ` > 


а также и .наменатель, числа конечныя, то правая часть вы- 
ведениаго равенства, а слд. и его лЪвая, часть, есть число 
бозконеч:. о малое; а это значитъ, что 


Р р 
фе . — = 
пред. У? = №, т.-е. пред. тя = М1 


Если доказатель п есть чиело положительное несоизмфри- 
мое, опредбллемое рядомъ еоизм5римыхъ чиселъ; 


1; Па, ь-.-- И Пе». .-. (Пред. п) 


то разность М”*— т” предетаваяеть собою, по опред$лен1ю 
дДЪЯстыя вычитаня, предьлъ ряда: 


Ае— пи), (Ме—т”),...... (Ат)... 


Такъ какъ веЪ чиела ли, п, П,.... соизмфримыя и поло- 
жительныя, то, когда т приближается къ М, всф разности 
послфдняго ряда, по доказанному выше, безконечно малы; 
а тотому и предфлъ этого ряда, т.-е. разность М*—т”, есть 
безкопечио малое число; значить, и въ этомъ елучаЪ 

пред. тт” == М". 

Полодимъ, наконецъ, что показатель 1 есть число отри- 

цательное, гапр. и==—,. 


Тогда 
1 1 
[и = 
М—т=М: т ВИ 
эта — М 
Эй Мей . 


Такъ какь чиелитель есть чиело безконечно малое, а зна- 
менатель не безконечно малъ, то правая часть равенства, а 
слЪд. и ето лфвая часть, безконечно малы. Итакъ, во веЪхь 
случаяхъ ири  ПОСТОЯНноОМЪ 


72ред. т” == (пред. т)" = М" 

СлЬдстие: предьль корня изъ перемльннаго чиела равенъ 
корню тв! оке степени изъ предьла подкореннаго числа, по- 
тому что 

и ( = 1 
прео. "т = пред. \ти! = (пред. пани 


2-4 Са у'(а: возвычаемое число постоянное. 


А, Киселебъ 2. отв Статья а. геСры. 3 


Пусть т постоянное число, а п перемфнное, имвющее 
предфломъ №. Требуется доказать, что пред. (т")=ти. 

Такъ какь №М—п есть безконечно малое чиело, и Мип 
числа конечныя, то и разность 7 —т” есть число безконечно 
малое; а это значить, что пред. (и”)—туУ. 


СлЪдстве: предъль логариома перемьннаго числа равенъ 
логариелиу предьла этого числа. 
ДЪйствительно, есан а есть оснораше логариомовъ, х— 
логариемъ числа, а у—перембнное число, то 
у—а? и, едЪд.: пред. у-пред. (а) ==а7Ре = 
отсюда пред. 2—409 (пред. у). 


Но 12—09 у; значить: пред. (109 у)=4109 (пред. у). 


8-й случай: возвышаемюое число и покозатель степени, пе- 
феливнные. 


Пусть пред. т=М и пред. п-=М№; требуетея доказать, что 
пред. (п”)=МУ. 

Такъ какъ: 09 (т”)=п 109 т 
то пред. 109 (т”)=(пред. п)(пред. 109. т)=М (пред. 109 т)= 

—М (109 пред. т)=М 109 М=9 (М. 
Но пред. 109 (т”)=09 (пред. т”). значить: 
100 (пред. т”) ММ). 
Если же равны „огариемы, то равны и числа: 
ед. (т”)—М, что и требозалось доказать. 


Замфчане. Когда пред. т=1, а пред. п==со, то предфлу 
степени 71” можеть быть различным, велфдетые этого выра- 
жене 1” принадлежитъ кь числу ноопредвленныхъ. 


1. щи выводь изь теор. = предьловь, 


37. Просматривая теоремы и сгредфленая, изложенныя 
въ теори предфловъ, мы можемъ п, .нти къ слБдующему вы- 
воду: Предюлъ каъои-либо фуньийи лпъ перемьнныхь чисель, 
стремящихся къ предвлаль, расчъ той ке функц оть 
предьловь этихь перемьнныхь числ 


По краиней мфр$, этоть выводъ нашими предыдущими 
разсуждешями оправдывается по отношеню къ функщямъ, 
составленнымъ изъ алгебраическихъ дЪйствйЙ: сложен!я, вы- 
читан1я, умножешя, дълешя, возвышен1я въ степень и извле- 
чен1я корнл, а также и къ такимъ функщямъ, которыя отно- 
сятся къ т. н. показательнымъ и логариемическимъ.. ДЪЙ- 
ствительно. мы видфли, что предЪль суммы =еуммВ предф- 
ловъ, предьгь разности==разноети предфловъ, и т. д. 

Такимъ образомъ, если а, 0, с... суть нфкоторыя пере- 
м$фнныя числа, стремяцияся къ предфламъ: А, В, С,.... и 
Еа, 6, с,...) есть нъкоторая функщя, составленная изъ пе- 
речиеленныхь выше дЪйетый, то можемъ вообще положить: 


Прав бол Вы) 


38. Указанный общий выводъ приводитъ къ другому за- 
ключен1ю, имЪющему основное значене въ примЗнеши такъ 
называемато способа предьловъ, а именно: 

Если мьоюду перелиьнными числами а, 6, с...., стремя- 
щимися ко предвламь А, В, С..., при всьхь измоненяхъ 
этижь перелиьнныхь, существуеть нькоторая зависимость, 
выражаемая равенством: 


Ка, 0, 6,...)==9(а, 6, 6,...) 


то такая же зависимость существуеть и между предълами 
А, В. С..., т.-е. 


КА, В, С,...)=9(А, В; 6:5) 


ДЪйствительно, функщи Ка, 0, с...) и $(, 6, с...), при 
измфненяхъ перемфнныхъ, представляютъ собою вообще пе- 
ремзнныл числа. Но если перемфнныя чиела равны, то равны 
и ихъ предьлы (теорема 3-я $ 8); поэтому: 


:0ед. Ка, 6, с...)=пред. ©(а, 6, с...) 
Но пре. Аа, 6, с...)==Ка, В, С...) и пред. ©(а, 6, с...)== 


Сад: ПА; В Сула, ВС) 
3* 


Ве 


ШИ. Нъюоторый примненя способа предъловъ. 


89. Одинъ изъ способовъ находить зависимость между ве- 
личинами А, В, С..., состоить ьь томъ, что величины эти 
разсматриваютъ, если можно. какъ предълы нЪкоторыхъ пе- 
ремфнныхъ величинъ 4, 0, с... Можетъ случиться, что зави- 
симость между послфдними усматривается проше, чфмъ ме- 
жду А, В, С... Паходять эту заьисимость, выражая ее ра- 
венствомъ или перавенствомъ. За.ьмъ, основываясь на свой- 
ствахъ предбловъ, переходять ог. зависимости между пере- 
м$нными къ зависимости между ихъ предфлами. 

Изъ геометри извЪстны иъкотозыя примфненя этого епо- 
соба (опредфлеве длины окружности, площади круга, объе- 
мовъ и поверхностей круглыхъ тЬтъ). Покажемъ здЪсь еще 
нфкоторые примБры. 


Примфръ 1. Определить объем трехгранной пирамиды. 


Пуеть бАВС будеть трегранизи пирамида, а ММ ея вы- 
сота. Обозначимъ объемъ пирамиды буквою Г, площадь ея 
основашя Ри высоту Н. Раздьлимъ высоту Н па произволь- 
ное число и равныхъ чаетей и черезь точки дБлевя прове- 
демъ сЪчешя плоскостями, параллельными осповаипо АВС. 
Въ сБчешяхь получатся треузольники, подобные АВС, и 
площади которыхъ относятся между собою, какъ квадраты 
ихъ разстояй отъ вершины пирамиды. Затфмъ, беря каж- 
дый изъ этихъ треугольниковъ за основане, построимъ, какъ 
видно изъ чертежа, рлдъ призмъ, выхтодящихь нЪкоторою 


1 
частью за пирамиду и имфющихъ высоту въ 5 —4. Та- 


кихъ призмъ я. Сумма ихъ объемовъ, очевидно, больше объ- 
ема пирамиды и при измфненш и ееть величина перемЪи- 
ная. Докажемъ, что при безграричномъ увеличеши 1 этотъ 
перем5иный объемъ стремится ь. предьлЬ къ объему пира- 
миды. Для этого. беря каждый тр ^ гольцикъ еБченй за верх- 
нее основаше треугольной призы. ностроимъ п—1 призмъ, 
втодящихь внутрь пирамиды (казь ьидно на чертежЪ), имью- 


ба, 


1 , 
шихъ каждая высоту = Н. Сумма всфхъ этихъ призмъ, оче- 


видно, менфе объема пирамиды. Сравнивая призмы выходянйя 
со входлщими, 
замфчаемъ, что 
п—1 призмъвы- 
ходящихъ, ечи- 
тая отъ вер- 
шины, соотвЪт- 
ственно равны 
п — 1 оходя- 
шимъпризмамьъ, 
такъ что раз- 
ностьмеждусум- 
мою объемовъ 
призмъ выходя- 
щихъ и суммою 
объемовъвхоля- 
щихъ равиа од- 
ной выходящей 
нижней призм$, 
объемъ поторой есть Р. &. При безграничномъ увеличения, 
число & безпредфльно уменьшается, и потому произведене Р. 
есть величина безконечно малая. А такъ какъ разность меж- 
ду суммою объемовъ выходящихъ призмъ и объемомъ пира- 
миды меньше, чфмъ разность между суммами объемовъ призмъ 
выходящихъ и входящихь, то первая и подавно есть вели- 
чина бецопечно малая, а это значитъ, что предфлъ суммы 
объемо»ь выходящихъ призмъ (а также и входящихъ) есть 
объемъ нирамиды. 


-@ 


Теперь будемъ искать, чему равна сумма объемовъ выхо- 
дящихт, поизмъ. 
Обозначимъ объемы этихъ призмъ, начиная съ верхней, . 


сооттвфтегвенно буквами %,, %,, %;,... ®,, а площади ихъ 
основаг!.. соотвфтетьенно буквами р, р,, Рз,... Рн-и, р = 
=Р=4А2С. 


Тогда: Ви==Рия, с.-=рх, в=рья,... Чч-Ерне. 


— 350 — 


Сад. ани. Р-р ...-Е О). 
р @ Тр, _ (24 2 ра [ба (п-1 


Р» ай _ та ра (па 2” Ш» — (215 о п? 
1} 92 22 (и—1 -1): 
Саъд. В: Рыз> Р.==Р,— п? Дз= а ‚ РР, ге 


т? 
Добавивъ КЪ этимъ равенствамъ еще одно: рн == 2"; и сло- 


живъ почленино, получимъ; 


За... 
, 2 Ре -+Р.-г. .. =» т. ь — 


Им 


я 
Такь какъ 12-21-32... л?== ое *) 
ие а-я) 


То: в-ЕН&-.. Е ит ее р 

> бу 
(такъ какъ -=Н и р,=Р). Найдемь теперь предёлъ этого 
объема при безграничномъ увеличени 7. Для этого достаточно 


(Он) 


найти ипредфлъ множителя би при Я==с: 
(Ня) ..@ а т 1...) Е, 
72а би — а: 


Но мы видВли, что а. вашего перемфннаго объема 
есть объемъ У пирамиды; елЪд. 


У=-РН 


Примфръ 2-й. Найни объемь сферическаго слоя. 


Раздьлимъ высоту Л сферическаго слол на произвольное число п рав- 
выхъ частей (у насъ ца чертежё высота раздфлена на 4 части) и черезъ 
точки двлешя проведемъ плоскости, пароллельныя основашямъ слоя, Ка- 
ждый кругъ съчевн причемъ за оснора:.с цилиндра и постронмъ # ци- 
линдрогъ выходящихь и й цилуидровъ „ходящихь съ высотою у кажлаго 


1 
А-а. Докажемъ, что при неограниченнс.ъ увеличеши и сумма объемовъ 


выходящихь цилиндроьь, а также и су’ча объемовъ входящихъ цилин- 


<) См. 8311 „Элеменгарпой алгебры. 


дровъ, имфегь предломъ объемъ У сферизескаго слоя; Обозначивъ объемы 
выходящихь цилиндровъ, начиная снизу, соотвфтетвенно ‹’буквами: 91, ‘®з, 
13»... мы увидимъ, что объемы входящихь цилиндровъ будуть соотвЪфт- 
ственно, вазипая снизу: %, 13, %%,..0,, ®', обозначая черезъ х’ послВдшй 
цилиндр изъ входящихь. Тогда очевидно, что разноеть между суммами 
объемовф цилиндровъ выходящихъ и цилиндровъ входящихь будеть т—%. 
т.-е величина безконечио малая при неограниченномъ возрастан!н 15; а такъ 
какъ объечь еферич. слоя заключается 
между этимы двумя суммами, то раз- 
ность между суммою объемовъ цилин- 
дровъ вылодящихъ и объемомъ слоя, 
или разколь между этимъ объемомъ 
и суммою дилиндровъ входящихъ, и 
подавно есть величина безконечно ма- 
лая; эго сначитъ, что объемъ слоя 
есть предьль суммы объемовъ цилин- 
дровъ, кать выходящихъ, такъ и вхо- 
дящихъ. 

Теперь намдемъ сумму объемовъ выходящихъ цилиндровъ. Обозначиву 
радлусы осповошй этихъ цилиндровъ, начиная съ нижняго, соотвЪтетвенно 
буквами: и. Ио, зу... 7, мы будемъ имЪть: 


она. Ноа... Ет,2) 
Изъ чемежа видно, это; 
ТВ? — 2; 72 = (Ча); гр (4-9); .. 
2—2 [а--(н—1) 
Сад прин. Ни —па?—аз[--2-|-...-Н(и—1)] 


аш. 17| 


п О п_ в О те—1) 
6 


те. ие. ин? па Щ— 
СлЪд. сумма объемовь цилиндровъ р 
+ онавс-аани-п- ИО] 

Но ан-=Й; селЪд., сумма объемовъ равна: 


1 4 
д ое 
5| 12-е Фе— т) с 


При геограниченномь уъеличент а предьлъ этого выражения, т.-е. объ-- 
емъ сло». будеть: 


73 
= «(ив —пе-—ат— } 


жа — 


Эту формулу можно упростить, волазовъ въ нее на мЪето В и 4 ихь 
„выражештя черезъ 7; и 7-1. Не трудно гидфть, что: . 


ВЕ2—МРЕЩЕ-Ч) т 


Съ другой стороны: (4-51)? = Вт г 1-ти, 


т.е. @-Е2ра-НИ?== фа 1—1 
т: 2—р 2—2 
Откуда: м 
фт ай АЗ 13 
Поэтому Т= я (в аа У З 


т? Ви 3 
= =( = 


т.е, В 
пРай-Ьтт 1 &ЙЗ 
или: У= ее. 


т.-е. объемь сферическаго слоя равенъ полусуммть цилиндровъ, имлью- 
щиахо высоту одбинавовую со слоемъ, @ оснозатями: одинъ нижнее, 
другой верхнее основаще слоя, сложенной съ объемом» чара, члиью- 
ща2о баметромь высоту слоя. 


Слъдетвя: 1) Чтобы получить изъ э10н формулы объемь сегмента, до- 
статочно положить РГи--1==0; тогда наидехь: 


т?й , -р3 
Вата 


Этой формумф можно придать другон видъ, иногда болье удобный, гакъ 
какъ 712=й (28—1), 10 


В «(ет 2—1) +) 


ебали) 


2) Чгобы получить объемъ шара, дослаточно въ формулЪ для объема 


слоя положить 7:=Е, 7"-1=0 и Л=Е (.огда будемъ имфть объемъ полу- 
шара) н результать : иножить на 2: 


у =. 


Обьемь шара | А 58 


махипит и пуипипит нфкоторыхъ функций. 


|. Предварительный понятия. 


40. Прзращене фуннщи. Пусть / (2) будетъ н%которая 
функШя горемфнной независимой 5. Дадимъ этой перемфнной 
какое-нибудь значеше 4; тогда соотвфтствующее значене 
функщи выразится { (4). Будемъ называть разность: 


7 (ат —Р(@) 


приращевомь функщи [ (1), при 2—4, соотвфтетвующимъ 
приращензю перемфнной независимой на &; поелЪднее можетъ 
быть числомьъ положительнымь и отрицательнымъ. Напр., 
приращен1е функщи 327—565 при 1==10, соотвфтствующее 
приращешю х на 0,1, будетъ. 


|2410--0,1)—5]-—(3 .10%—5)=6--0,08—6,03 


При томь же значеи х приращеню функц, соотвфт- 
ствующее прирашеню х на — 0,1, окажется: 


[310—0,1)*—5]-— (3. 10—5)=—6--0,08==—5,97 


41. Непрерывность функщи. Положимъ, что мы измВняемъ 
х отъ значешя @ до значетя В`>а непрерывно,`.т.-е. такъ, 
чтобы число х переходило черезь всевозможныя значення, 
заключаюнияся между аи В, какь соизм$римыя, такъ и не- 
соизм5римых. Вели при этомъ [(5) остается постоянно ве- 
щественног, конечною, и приращешя ея безконечно малы 
дия безколечио малыхь приращевй т, то говорятъ, что Ах) 
непрерывна въ промежутьь между а и В. 

Изъ этото эпредълешя сафдуетъ, что непрерывная функщя 
не можеть гереходить отъ одного значен1я къ другому скач- 
комъ, не переходя черезь промежуточныя значен]я; напр., 
отъ отрицелельныхъ значен1 Я къ положительнымь, или наобо- 
ротъ, опа нз можеть перейти, не сдфлавшись равною нулю. 


Приведемъ нфкоторые примБры непрерывныхъ функщй. 

Функщя 4.2-Е0, гдЪ @ и 6 постоянныя числа, непрерывна 
во всякомь вещественномь промежуткЪ. ДЪйствительно, при 
измБнени х оть — © до — < эта функшя всегда вещест- 
венна и конечна, и принрашеши ея могутъ быть едфланы какъ 
угодно малыми. Чтобы убфдитьея въ послфднемъ обстоятель- 
ств, дадимъ х какое-нибудь безконечно малое приращеше в 
и посмотримъ, каково будет» соотв5тствующее приращене 
функщи: 

Прежнее значеше функц... ах-Н®. 

Новое значене функши... а(2--=)--0. 

Приращене функщи=[а--®-Е&] — (аб) =а 

Отсюда видно, что приращеше функщи ееть число безко- 
нечно малое ири безконечно маломъ приращеши перемВнной 
независимой. 

Точно такъ же непрерывиа во всякомъ промежуткЪ функ- 
щя а21--6х--с, потому что ола всегда вещественна, конечна, 
н безконечно малому приращенио х соотвфтетвуетъ безконечно 
малое прирашене функцш, хакъ видно изъ равенства: 


[хо (жа) в -— (аз-ефа-не =ажЕ-ЕдЕ-Рае= 
Е(2а-—6--а=) 


42. Разрывъ непрерывности. Иногда случается, что при 
нЪкоторомъ значеши х фунишя, какь говорятъ, претертив- 


. 1 
ваеть разрывъ непрерывности. Папр., функщя 5— с при из- 


мфнеши х оль — © до -- 2 изм6няетея непрерывно оть 0 
до —- ©; при возраставши 2 огь --2 до -- <> она измфияется 
также непрерывно отъ —© до 9, но при переходЪ х черезъ 
значене 2 фунищя претериьзаеть разрывъ непрерывности, 
переходя скачкомъ оть © кь —©®. 

Нодобный же разрывъ пултери$ваетъ тригонометрическая 
2. АТИ. 
р 7 


функц {9717.2 при &== 


Функци К (-ИаЬ—5) лепрерывна, кромЪ промежутка 
между 1 и 5, тань кавь. при 1<4< 5, произведеве 


— = — 


(#—1)(&—5) отрицательно, и сл5д., Уа-—П(@&-=5 дБлаетея 
мнимымь холичествомъ. у 


43. ::ахитит и тийтит. Если при непрерывномъ измфне- 
ми 2 вь гакомъ-нибудь промежуткЪ, какъ бы малъ этоть 
промежутокь ни былъ, функщя /(2), измфняясь непрерывно, 
сначала увеличивается до ифкотораго значемя Ка), а потомъ 
уменьшается, то значеше [(а) наз. тазипит функщи [ (<). 
Еели же при этомъ [(2) уменьшается непревывно до нЪко- 
тораго зпачешя [(4), а затфмъ увеличивается, то Ка} паз. 
тит функщи Ко. 

Изъ эгого опредблеюя слфдуетъ, что (а) будеть тахипиш, 
когда при безконечно маломъ подожительномь = удовлетво- 
ряютея неравенетва: . 


КО>Ка—э) и Ка>Ка-- 8) | 


и /(а) будеть шшипии, когда при такомъ же г будуть имфть 
мЪето перавенетва: 


. Ка<Ка— и Ка<Ка--) 


Эти перавенетва можио иначе выразить такъ: 


Ка=г)—Ка)<о0... въ случа шахипит 
Ка-=г=)—Ка)>0... въ случав шим 


т.-е. Ка) сть шахшаши, если при х==а приращевще функции 
остается отрицательным независимо отр знака безконечно 
малаго приращеная перелльнной независимой; и Ка) есть 
пуповит, сои яри х=а приращене фуньи?и остается поло- 
окительры иъ независимо отъ знака безконечно .малаго при- 
фащеная переменной независимой. 


Если при возрасташи х функшя постоянно возрастаеть 
или постоянно убываетъ, то опа не имфетъ ни шахииат, ни 
шшйпию: саковы, напр. функщи аб и ай. 

Може- ь елучитея, что функшя имфетъ нфеколько шахйлим 
и нфско..-ко ши. Такова, напр., функщя $ 2, которая 


д а в: Зт | 
при &= -, имфегь шамшии —-1, при < =; имфеть п1- 


— “+ — 


: 5т - 
пциит —1, при т=-5` получаеть снова тшахитит --1, при 


У - : 
© == — получаетъ снова пиаипит — ит. д. 


Не должно см5шивать шахиват функщи съ ея начдоль- 
чии.мъ, а шипит функци съ ел наименьшим» значенемъ. 
Махипиют (шшаитпиг) не есть наибольшее (наименьшее) 3% вето 
значенй функши, а только изъ весьма близкихь къ нему 
{такъ называемыхъ смежных значен!й). 

Махоит функции можеть иногда быть менфе ея пиаипиши. 
Для примфра проел$димъ измфное триг. функщи зесап с. 


При измфнеши 2 оть — -гдо-|- -^ эта фуикщя уменьшается 


оть |-со до --1 (при х==0), затбмъ увеличивается отъ --1 
до |- <. Значить, при х==0 опа получаеть пуиирит --1. 


. т Зт 
При возрастави х отъ 55: до — зесап х возрастаетъ отъ 


— © до —1 (при х==я), зат$мь уменьшается оть —1 до 
—с5; значить, при х==т эта функшя переходить черезъ 
тахшиии, равный —1. Такимъ образомъ, тахиаии этой функ- 
ци оказызается меньше ея шали. 

Махпииа и шипит фуипкши должно также различать отъ 
такъ называемыхъ крайних зкаченёй, которыя ипогда мо- 
жемъ имфть фупищя. Еели по условяхъ вопроса или по свой- 
ствамъ самой функши перемзаная х можеть измфияться 
только въ опредълениомъ проможуткЪ, напр. между @ и 6, 
то Да) и И) наз. крайними значензями функизи. Напр., въ 
функци -У4— 2? перемфиная х можеть измЗнятьея только 
въ промежуткЪ между —2 и --2, такъ какъ при всЪхь иро- 
чихъ значен1яхъ 2 функшя перес гаетъ существовать (дфлаетея 
мнимою). Значешя, которыя получаетъ эта функщя при ==—2 
и при 2=-2, будуть крайшя. Крайня значен!я могутъ быть 
наименьшими или наибольшими изъ вефхъ возможныхъ зна- 
ченй, но не шаипии и не тахраии въ томъ емыслЪ, какъ мы 
ихь выше опредфлили: здЪеь гьгь смежныхъ значенй въ 
06% стороны, а только въ одну. такь, вь нашемъ примЪрь 
"ить значешй, соотвфтетвуювомь д==2--=, хотя ееть значе- 
я, соотвфтетвующйя 1=2-—:. 


` 


44. Полезно замфтитъ, что если функщя непрерывна въ 
промежутки между изи въ этомъ промежутк8 * получаеть 
только одииъ тахииит, не имфя шишшит, то этоть шахипит 
будеть вмЪетЪ съ тфмъ и наибольшимъ значенемъ функщи 
въ промежутиб между а и 6. ДЪйетвительно, если’бы въ этомъ 
промежутьь существовало еще большее значеше, то функщя, 
переходя оть пмаиоши къ этому большему значеню, должна 
была бы сначала уменьшаться, а потомъ увеличиваться и, 
слЪд., непоемфнно перешла бы черезъ пипииит, а мы до- 
пустили, что шишиии?а нФть.  - 

Точно такъ же аегко убфдиться, что если непрерывная 
функщя имъетъ въ какомъ-пибудь промежуткЪ одинъ шшнии, 
то поелфдыый будетъ ея наименьшимъ значенемъ въ этомъ 
промежутк... ; 


45. Изображене функщи кривою. Чтобы наглядно представить себ ходт 
измънеюя данной функщи при измънеши ея перемънной независимой, при- 
‘бъгаютъ час:о нь помощи чертежа. Пусть имъемъ фуцкцро объ одной пе- 
ремъннои независимой, напр., такую: 


у=аз—2х--1 
Будемъ давиль д произвольныя значеня, все возрастающя, напр.: 
&—....— 2, —1, 0,1, -2,.... 


Подотавивь о:ы значешя въ данную функцию, вычислимъ соотвЪаствующия 
зпачешя пос.Ъдней: 


у—=....— 3, --2, +1, 0,-55,.... 
"Теперь начерлимь (ем. рие. на слЪд. стр.) дв перпендикулярныя прямыя 
та: и УУ1, переськающаяея между собою въ точкЪ О, и, выбравъ произ- 
вольный отрьзокъ прямон за единицу, станемъ откладывать значеня 2 на, 
прямой 22) огь точки О вправо, если эти значешя положительны, и влЪво, 
когда они опцлщалельны. Такимъ образомъ, ОА предетавить собою значе- 
ше х, равное—1, ОВ—значеше 2, равное—2, ОС выразитъ--1, Ор==--2 
и т. д. Точка О предетавляеть значеше т, равное 0. 

Теперь условимея откладывать соотвфтетвующия значеня самой функ- 
ЦШ, Т.-6. зьазешя у, на перпендикулярахъ, возетавленныхъ въ точкахъ 
В, А, 0, С, р ит. д., при чемъ, если значешя функщи положительны, 
мы ихъ будоть откладывать вверхъ отъ прямой ти, а когда ‘они отрица- 
тельны,—вни.> огь этон прямой. Такимъ образомъ, отрфзокъ ВЛ пред- 
ставитъ намЪ оначеще функции, равное —3 при т=—2; отрфзоць АР вы- 
разить значе днк, равное --2, при я—=-1 и т. д. Мы получимъ 
тогда радъ ‚ въ: М, Р, 0, С, В...., которыхь будеть тёмъ больше и 
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1Вмъ ‚ближе. онъ будуть лежать другъ цъ другу, чёмъ больше и ближе 
другъ кь другу мы взяли значений 2. Обведя полученныя точки `кривою 
линей, мы наглядно выразимъ измЪнене функщи при измВневи деремвн- 
ной независимой, а именно: значення фунишы выразятся длинами перпен- 
дикуляровъ, возставленныхь изъ концорт» отрьзковъ, представляющихъ 
соотвфтетвуюцщ1я звачешя перемънной гезавиоймой, до пересфчешя съ 
вривою. р 


Кривая, построенная та- 
кимъ образомъ, наз. хривою 
функии. Разстояшя ОВ, 
ОА, ОС, ОФ, .... вырз- 
жаюния различныя значевшя 
%, наз. адсииссами кривой; 
отрёзки ВМ, АР,...., 
предетавляюпие значевя у, 
т.-е. самой функци, назыв. 
ординатами кривой; ть и 
другая еовмЪетно назыв. ко- 
ординатами. Неопредълен- 
ная прямая 2%, ваз. осью’ 
абсцисс, или осью 1%085, 
неопред. прямая уу:, парал- 
лельно которой проводятся 
ординаты, наз. осью орди- 
нелть или осью игреков; та 
и другая прямая совмЪетно 
наз. осями координатъ. Точ- 
ка О есть начало хоорди- 
ноипъ. Когда оси координатъ 
д перпендикулярны другъ къ 

другу (какъ у наеъ на чер- 
тежЪ), онЪ наз. прямоуголь- 
мымиосями (или ортогональ- 
9, ными). 


Если функшя изображена кривою, то становится нагляднымъ, имъеть 
ли она тахппиш и шшипот въ томъ промежуткъ, для „котораго сдъланъ 
чертежт,. Такъ, на нашемъ чертежь видио, что при измвнеши 2 отъ —2 
до --? функщя переходить черезъ нЪксторый тахииаш ЕЁ и черезъ нЪ- 
который ити Ну. 

Подобными кривами часто выражь. лол, для наглядности, законы из- 
мвневя различныхъ величии, разематризаемыхь вь физикЪ; напр., измЪ- 
неше гаотности воды при измънении теги атуры, измънеше упругости во- 
дяного пара при измьнеши температуры ит. п. 


46. ОВ истины, облегчающя нахождене.. лахипит 
и тиитиут. 

1. Функции Ао) и АК®), отличающаяся только постоян- 
нымь положиительнымь мноэкителемь А, имьють тахцаит 
и шшиоит при однихь и пизть же значевяхь х, 

ДЪйствительно, если 

въ случа тазипиить въ случа ттитит 
Ка == -— Ка)<0 или Ка==—Ка)>0 
то при А положительномъ и ($ 239 эл. алгебры): 


АЙа =) — АКа)< 0 или АКа=:) — АКа)>0 


Обратно: изъ вторыхъ неравенствъ выводятся первыя дф- 
лешемъ на положительное число А. 


П. Функзя Их) получает тшахиаит (или шипит) при 
тоаллить значензять х, при ноторыхъ фуния—[(х) получаеть 
пушипит (йре тахнаит). 

ДФйствитедьно, еели 

въ случаю тахйпит въ случав пимтит 
Ка=)—Ка<0 ши Кажд-[Ка>0 
то ($ 240 эл. аягебры): 


тазтит питтит. 
— Ка=& —!—Ка>0 или —Ка=:) -[--Ка)<0 и наоборотъ. 
ТП. Если Их) при х==а получаеть положительный шах- 
шит (или тшимтип), по при томъ же значенми’ Хх иметь 
шахиаит (4.0 пои) и функцея [Кх)]” при п Чо 7п0- 
ложительномь, и обратно. 


ДЪйствнительно, разность [Ка = =" — [Ка)}" можеть быть 
представлена такъ: | 


Да =э Ла =): Каан... [Ка } 
Когда /(&) положительно, то и Ка=:) положительно (такъ 
какъ /4-==) отличается оть Ка) на безконечно малое число); 
значить, множитель, стояций въ секобкахъ { № положителенъ; 
поэтому все лроизведеше положительно или отрицательно, 


въ зависимости отъ Того, положителенъ ли, или отрицате- 
леяъ множитель (а-=г) — Да). 


Е 


‚ Эти‘ истины позволяютъ. весьм.. часто упростить ту функ- 
щ1ю, шахцииш или пиийтию которой отыскивается. Если, напр., 
надо найти, при какомъ значен!и х фунищя 


ры ние = 


получаеть шахипши (@ постоянное чиело), то, на основаши 
предыдущихь истинъ, приводим. вопросъ къ нахожденио 
шахлтию бодЪе простой фуикщи: 
У = (а — 4*) 
НПолфзно еще замЪтить, что 
тах. [\т)--4] соотвфтегоуетъь тах. (<) 
тис. не > пит. (<) 


тах. 71%. Их) 


= 2) " 


если А есть постоянное число. 


И, Махитит к ппИтим трехчлена а НЫ -- с, 


‚ 47. Первый способъ. Пусть буква д выражаеть то значе- 
н16 перемфнной, при которомъ фуикщя получаеть шахнашо 
или шипит. Такое значеше, какъ мы видЪфли ($ 43), должно 
удовлетворять неравенствамъ: 

въ случаев талипит во слуиие пати 

=) — Го) 0 | Их ==) — К?) >0 
ГдВ = есть положительное безконечно малое число. Прираще- 
ще трехчлена, соотвфтетвующее измфненио % на г, равно; 
[4х = =} -- 95) -- в] — (а -Гос--о = == 24е%-- а? = фе = 
== == (За2-—0):. 
Сл$д., х должно удовлетворять такимъ неравенствамъ: 

въ случаю тит вэ случаев найти 

42? = (2аф —0)=<0 92? = (Зат-- 5):.>0 
или по сокращеши на положизельное чиело Е: 


въ случа тажтит во случаи твйтит 


а: = (2—2) < 0 аз-=(2ат-- 0) >0 У 


— 49 = 


Каждое и-ъ этихъ неравенствъ возможно лишь -тогда, 
когда 2ах—-0=0. Е 

ДЪйствительно, если бы 2а5--0 равнялось какому-нибудь 
числу, отличьому отъ 0, хотя бы и сь очень малой абсол. 
величиной, то сумма а=-[- (2аг--@) и разность а= — (2ах--5), 
при безконеч:.0 маломъ значени г, имфли бы разные знаки 
(такъ какъ аосолютная величина чиела де можетъ быть сд$- 
лана такъ мела, какъ угодно}, и тогда не удовлетворялось бы 
ни одно изъ неравенствъ [1], требующихъ, чтобы эта сумма 
и разноеть одновременно были или больше, или меньше 0. 

Итакъ, звачеше д, при которомъ трехчленъ получаетъ 
шахпии или пшпомт, должно удовлетворять уравнен1ю 


И) 
2ах--0=0; коь него находимъ: х=—-_. .При этомъ зна- 


24 
чени х неразенетва [1] даютъ: 
въ случаю тазтит въ случав паттит 
ах 0 | аг`>0 


или по сокращен1и на положительное число =: 
в слу’ пати въ случаь тийтит 


ео ` а>0 
Такимъ образомъ, оказывается, что при х==— 5 трех- 
члень ах -|-рх--е иметь таахпиит, если а отрицательное 
число, и питит, если а положительное число. 


Самый шаху или пуайлит будетъ: | 
и, ь 9 06? __ 496—061 
“(-) 5 (- аи 


24 

ЗамЪтимъ, что выражеше 2а5--0, которое, будучи прирав- 
нено`0, опредфляетъ значеше х, обрашающее трехчленъ въ 
шахппат или ошИпат, наз. производною функилею этого 
трехчдена. Производная функщя цюлаго многочлена вообще 
составляется по сяфдующему простому правилу: в% каждом 
члень многокзна воэффищенть умножается на показателя 
перемьннаяо езсвисимаго, а этот». показатель уменьшается 
на единицу; такь, производная трехчлена ал? -- 6ж--сх°, со- 
ставленная по эгому правилу, будеть; 

- 2и1--1.6.5'--0.сх-=2ах-о 


А. Киселевъь До ‹`.. статья алгебры. 4 


еб 


. Примфры: 1) Найти тах. или пищ. трехчлена з2-—а7й--5. 
Данный трехчленъ имфеть шахипит, зол» пакъ коэффищентъ при 272 
отрицательный. Чтобы наити соотвЪтетьул."е значевне т, составимъ про- 
изводную фунпкщю и приравияемъ ее нулю: 


8—25—0; д= 


3 13\? 1 
= х 2 а й И К, 
_ 48. В 58.5 $) т8=7 
ь = = 3 5 : 
2) Трехчленъ 1-—554-Та? иметь линии при Я= 1; онъ равенъ5з. 
Замфчане. Такъ каг функщя аа?--6х—с непрерывна и иметь только 
одинъ тахрдит, или только одинъ шиилиол, то первый есть наибольшее, 
а второй наименьшее значеше фунаи (5 4+). 
48. Второй способъ. Трехчлень а? + 0дх--с можно ире- 
образовать такъ: 


Це -5] 


Выражеше, стоящее въ прямыхъ скобкахъ, СОСТоитЪ ИУЬ 
перемЪфинаго слагаемаго и постолннаго; едфд., его тахипит 
и шдииии соотвтетвуютъ тахтиии и пуаппим перемфннаго 


6 \? . 
слагаемаго. Но (+=) не иметь, очевидно, тахпиат, а 


;_. 6 Ро 
мимо его равенъ 0 при х—=— 52} СЛБд., пЫпИаи вы- 
2а 
аженя, стоящаго въ скобкахт |] ба мы, и 
р и. ? й р [| Й а Ча? _ 44 р 
0 2. . . 
О При Тоемъ же значен:.: д оудетъ пшилаш произ- 


ведешя этого выражешя на 4, когда и>>0, и тахипли, когда 
а<0 ($ 46); самый пупипат и.и шахилил равенъ: 
=06—6* 346—0* 

Ча Ча _ 


49. Измфнеые трехчлена. “лобы имЪфть леное представле- 
ше о процеесь измЪиешя дани функц при непрерывномъ 
возраетани цезомфнной незав.. мой хоть — с до Ро. пред- 
варилельно огоодфляють: 1} и: вакихь значешяхъ х функшя 
нолучаетъ шасиций или ши! ат, и каковы зпаченя поелфд- 


нихъ; 2) при какихъ значешяхь х_она „обращается сть ‹ 0; въ 
< ивь —с5; 3) каковы предфльныя значен; фунищи 
прин 1= — <, д=-- © и д==0. ПоедЪ чего, легко опредз- 
лить: 4) въ накихь промежуткахъ.функщя возраетаетъ, въ 
какихъь убы-аеть. 

Прослфдьмъ, напр., измфнене трехчлена 2*—55--4:- 

1) Онъ получаеть пипилиит прн д==2\,, равный — 21; 
тахшций ие существуетъ; 2) трехчленъ 2 раза обращается 
въ 0: при &=1и 1==4; ни при какомъ конечномъ значе- 
ши т онъ пе обращаетея ни въ -- ©, ни въ — с; 3) такъ 
какъ 2" чиедо всегда положительное, превосходящее при до- 
статочно больщемъ х абеол. величину 5%, то предфльное зна- 


чеше нашего трехчлена при 2 ==— © и при д==-| со будеть 
одно и то 0, именно -- ©; при х==0 трехчленъ дфлается 
равнымъ -- 4. 


4) Чтобы судить теперь, въ какихъ промежуткахъ трех- 
членъ воорастаетъ и въ какихъ убываетъ, расположныъ веъ 
предыдущьи значешя х въ возрастающеиъ порядкЪ и подъ 
ними выпиушемъ соотвфтетвенныя значешя трехчдена: 

&=— ©, 0%. 2 РА 4, —- > 
жибао, -, 0, —21/ (руд.), 0, ка 

Изъ эт.Н таблицы видимъ: при возрастави х оть — © 
до 0, трехчленъ убываеть отъ -- < до +4; при возраета- 
ши 4 оть 0 до 1 трехчленъ убываетъ оть --4 до 0; при 
дальнфйшемъ возрасташи д отъ 1 до 21|, трехчленъ продол- 
жаетъ убывать оть 0 до —21/,; достигнувъ этого шипа, 
трехчленъ возрастастъ до 0, при х=4, и дал$е до + © 
при х=— >. : | , 

Ходъ измьнешя наглядно можно изобразить кривою при помощи ко- 
ординатныхъь осей. Предлагаемь учащимся сдълать это самимъ. 

Примфры: 1) Измьнеше трехчдена 2--32-—4 выразится олвдующей таб- 
лицей: 


и. г. 
За, 0 ‚2, 31) (тах.), 0 —>^ 
2) Изм. .с-з.0 трехчаена 209—95--9 выразитея слвдующей таблицей: 
=--55, 0, 3, = ь. 
э ОЕ. ие трехчленъ из обращается въ 0. 
З—бу--а, 9, 1 (иш.), < 


‚ 4* 


О Е 


50. Основная задача. Разложить чьс.10 а на два слагае- 
мытъ, воторыхъ произведенае было бы ноиодо. илиее. 

Пусть одно слагаемое будеть 2, а другое а—х. Произве- 
дене (а—т) х, равное — 2*-Р ах, представляетъ частный 
случай трехчлена 2-й степени, поэтому паибольшее значене 
его будетъ въ то же время и шахшикл ($ 47, замвчане). 
Такъ`какъ коэффищентъ при д? отрицелельное чиело, функ- 
щя — 2*-- ат имфетъ шахиици; онъ б\.сть при такомъ зна- 


чени д, которое удовлетворяеть уравленио: — 2-4 а=0, 
а ь а а_@а 
т.-е. при 2—5; тогда другое слагаемое будеть @ —5 ==. 


Итакъ: произведене двужъь перемьнныхь чисель, которыхь 
сумма равна постоянному числу, есть лаибольшее, когда эти 
чиела равны другъ другу. 

ЗамЪтимъ, что этотъ выродъ не теряеть своей силы и 
тогда, когда х и а будуть опричатеоныя числа. 

ПримЪры: 1) Число 10 сльдуеть разбить на сшаземыя 5и5, чтобы про- 
изведенле ихь было наибольшее. 

2) Число-—20 слфдуеть разбить на слагаемья—10 и—10, чтобы произ- 
веденае ихъ было ваниболыиее. 

51. Эта задача имфетъ важное практическое значенше, такъ 
какъ многе вопросы могутъ быть сведены кь ней. Приве- 
демъ прямфры. 


Задача 1. Ш3% всюжь треугольни.озь съ даннымь пери- 
метром Эр и данным основичемь а, какой будеть иметь 
наибольшую площадь? 

Пусть хи у будуть двЪ$ друйл стороны треугольника. 
Тогда площадь его выразится: 


А=Урр-аХр-«ЛрЬ-у) 
Такъ каль р и р—с суть чисаа поояиныя, то значене Л 
будеть панбольшимь, когда прошог чеше (2—4) (р—У) ока- 
жетея нанбольшимь. Сумма этихъ г. хъ сомножителей равна 
постояниому чнелу. такъ какь: 2, (и р—(2р—а)-=а; 
елЪд., какъ мы визьли выше, оги сложители должны быть 
равны между собо. ›. т.-е. р—в==,— И. откуда ж==у; зна- 
читъ, искомый трозольникъ дошло, ь бьыль равнобелренный. 


Задача 2. Изъ всовтъ прямоугольниковъ, вписанных 8% 
банный кругъ, какой иливетъ наибольшую площаве? 

Пусть хну будуть неравныя стороны прямоугольника, а 
4 маметръ зруга. Вопросъ приводится къ тому, чтобы найти 
наиб. значепе произведея 2у, при услоши 21 -- уз— а. 
Разсуждаемт такъ: произведен1е ху будетъ наибольшимъ при 
тъхъ же значетяхъ премфнныхъ, при которыхъ окажется 
наибольшим (5у), т.-е. 2% (3 46, Ш). Но сумма этихъ 
сомножитела равна постояннуму чиелу; сл$д., ж—?, т.-е. 
х=; значить, искомый прямоугольникъ есть квадратъ. 


Задача 5. Въ данный треугольникъ впикать прялюуголь- 
никъ съ наисольшею площадью таку, чтобы основане прямо- 
угольника „:осало на основанфи треугольника, а вершины 
двухъ углобо лежали на боковыхть сторонахъ треугольника. 

Обозначимь высоту треугольника черезъ й, его основан!е 
черезъ 0, отрЪзокъ высоты отъь вершины треугольника до 
ближайшен стороны прямоугольника черезъ 2, основаше пря- 
моугольника черезъ у. Тогда площадь прямоугольника будетъ 
У®— <). ла функщя о двухь перомфнныхъ; приведемъ ее 
къ одной пером$нной. Изъ подобя треугольниковъ не трудно 

9х : 
видЪфть, что 2: у=й: 5х; откуда у = 
0%(№ —1) 

в 

Такъ цакъ фи В еуть чиела поетоянныя, то эта функщя 
получаетл, наиб. значеше тогда, когда окажется напбольшимъ 
произведеню 2 — 2); но #--@ — 7) ==й==поет. число; по- 


Сл$д., плошать прямоугольника = 


| е | 
этому Х=йИ— т, т.-6. ж=.. Наиб. значее площади прямо- 


- 


— __ бА | 1 
угольника бу деть 1; ==-р» Т.-е. она равна - площади тре- 
угольнике. 
ео ыл рые 
ы. Мактум и мтит дроби 
. Бе = иг 
абс 
58. Тсотома. Функц Г - непрерывна между 1 и 


ру’--ал-т 


В, если въ этомъь промежутки не сспуречается ни одинъ изъ 
корней знаменателя. 
Док. Очевидно, что при всякомь ьещественномъ значепи 
х разсматриваемая дробь получаеттф голько вещественныя зна- 
чен1я. Съ другой сгороны, эти значеная конечны дая проме- 
жутка между хи 2. въ которомъ хе ветрфчается ни одинъ 
изъ корней трехчлена рл*--02--г. Остается показать, что 
приращешя нашей дроби могутъ быть какъ угодно малы для 
вофхъ значешй д, лежащихъ межд: ди 8. Для этого дадимъ 
д безконечно малое прирашене =: и посмотримъ, каково 
будетъ приращеше дроби. Для краткости положимъ, что 
ах А, ре--ах--т==Р 
[ах з)*--о (да) <] (ва-ох--о= 
[рт --9 (пе) 7] -— (ре-тож-Н к), 
'Гогда о. дроби можно ъыразить такъ: 


А-Р _ -ЫЮРАДРАЬ)А А _ПРЫ-— ПРАВА 
Ри — 5 ри (Р-Р — - ФБР 


Когда = приближается къ 0, прирашешя № ий, также при- 
ближаются къ 0; слБд., выражеше иР——й,4 стремится къ 0, 
а (Р--1й)Р кь Р*. Поелфднее чиело не равно 0, такъ какъ 
мы разсматриваемъ ташя значешя х, которыя не обращаютъ 
въ О знаменателя Р. Изъ этого сльдуетъ, чго прирашеше 
нашей дроби безкоцечно мало при б-зконечно маломъ прира- 
щени 5. 


53. Нахондене тахитит и пипнльт. Мы видфли, что зна- 
ченя д, при которыхъ функшя —__ получаетъ шахиаит или 
шшипит, должны удовлетворять нераьенствамъ. 

въ случа тарсврит въ случаю ппипит 

Из =) —Иг)< 0 Из = {1 —(2)>0 
ГдЪ = есть безконечио малое положительное число. Въ при- 
мфнеши къ нашей дроби эти неравенства будуть: 


6% случаю эпазаниийй | съ случаю тиипиии 
ПРЫ-ЙА ПР а 
ВХ | (Р-1,)Б 


Знамепатель (й--Р)Р безконеч..> мало разнится оть Р*; 
слВд., пры достаточно маломъ = опь будель чиеломъ положи- 


тельнымь поэтому предыдушйя неравенства можно замЪфнить 
такими. 
6ъ стучаь таалтит, въ случа тиитит 
РАА<хО0 ИР-А0 

гдъ А—а:-=(2ат--6)г, = ре (2рх--9)Е 

Обозъачивъ для краткости двучлены: 2а2-Р0 и Зух-Р а, 
представляюшще собою производныя функщи отъ числителя 
и знамевателя данной дроби, соотвЪтетвенно черезъ А, иР,, 
можемъ ноложить, что 

й— (=? = А, ё; 1, = ре == Ре 

СаБд.. предыдуция неравенства, по сокращени ихъ на 
положительное число ё и поедЪ перестановки’ н$фкоторыхъ 
членовъ. приведутся къ такому виду: 

6ъ случа талии | въ случаи тийтит 

(@Р— „1 =(АР—АР,)<0 (@«Р-рА)&=—=(А.РЬЁАР,)>0 

Необходимое услове возможности этихъ неравенствь со- 
стоить 5ь гомъ, чтобы А.Р — АР, =0. ДЪйствительно, такъ 
какь членъ (@Р— рА)е можеть быть сдфланъ такъ маль, 
какъ угодно, то сумма (аР —рА):--(А.Р— АР,) и разность 
(аР—р.1)-—(А.Р—АР)) имфли бы противоположные знаки, 
если бы л.Р — АР, равнялось какому-нибудь числу, отлич- 
ному отъ 0, хотя бы и еъ очень малой абсол. величиной; 
слЪд., тогда не удовлетворялось бы ни одно изъ неравенетвъ, 
а чтобы эта сумма и разность одновременно бы- 
ли или меньше, или больше нуля. 

Итакь. значетя 5, обращаюния данную дробь въ тах- 
шит или аЫМациий, могутъ быть только изъ тфхъ, которыя 
служатъ зорнями уравненля: 

АР — АР. 0 [1] 


Полодимъ, что мы беремъ именно тавя значен1я. Тогда 
наши неравенства даютъ: 


въ суча зпесиплит въ случиь паттит 
(@Е Р—р4А)=<0 | (аР —рА)=>0 
или По софащеши на положительное число :: 
6ъ ве эпахтанит | въ случаь ттитит 


„Р—рАХо | аР--рА`>0 [2] 


Уравиене [1], опредфляющее, каюя значешя’ х могуть 
обратить данную дробь въ шалишиш или шиитит, легко 
можно запомнить, если обратимъ внимане на то, что его лф- 
вая часть равна: 7роизводной чис.. теля, умноженной на 
знаменателя, безъ производной зна.“енателя. умноженной на 
числителя. Неравенства [2] также чегко запомнить: левая 
часть ихъ составляется изъ левой части уравненая [1], замв- 
ною въ немъ производныхь числителя и знаменателя на 
производныя этихъ производныхь, т.-е. вмфото А, =2а%--6 
берется 24 и вмЪето Р=2рх--4 берется Эр (и затфмъ нера- 
венства сокращаюлси на 2). 

Раземотримъ теперь различные случаи, которые могутъь 
представиться при совмЪетномь рошеши ур. [|] и нера- 
венствъ [2]. Подетавивъ вмфетЪ Я, Р, Я, и Р, ихъ подроб- 


1 
ныя выраженя, приведемъ уравнеше [1] къ виду: 


бах-НВ(рз?--аж--")—@ра-уаз--ва--е)-=0 


или (2аре--ора- аа бах--Затх-Н)— 
—(2рах‘--аал- баб г-РЭрех--са=0, 
т.-е. (аа—брут--2(аг— редз--@7—96)=0 [8] 


Такимъ образомъ, управлеше [| оказалось квадратпымъ. 
Если его корни будуть мнимые, дашная дробь не имфетъ ни 
шахииию, пи пшивит. Поемотримъ. что будетъ, когда его 
корни окажутся вещественными. 

Неравенства [2] можно представить такъ: 


(ра--ах--т)—р(аз--65--6) 5 
или: 
въ случаев палтит | со случа ттипит 
(аа—рот-ат-ро<0 | верхи -ре>о м 

Когда корни ур. [2| окажутся равными, то каждый изъ нихъ 
ат -— ре . : < 
——_.. о значете 2, обращая вь 0 лЪвыя ча- 
ад — ро 
сти неравенствъ [4]. не удовлетборинеть пи одному изъ нихъ. 
Значитъ, въ этомъ саучаЪ раземат пваемая дробь не имфетъ 
на шахцаии, ни шныпамщ. 

Когда корни ур. [3] будуть зешеслвегиые неравные, то 
одинъ изъ нихъ уд метворитъ од:...у изъ перавенствъ [4], 


будетъ — 


а` другой — другому. Въ самомъ дЬлЪ, сумма корней равна 
__ 2(ат— ре} _Э(ре—аг). 
ар _ а4—6бр 
другу, то одинъ изъ нихь, напр, %,, долженъ быть больше, 


; значить, `если корни неравны другъ 


в ре—ат 
а другой, напр. х;, т Но неравенства [4| тре- 
буютьъ, чтобы 
въ саучав тазжтиит въ случаев таттит 
с—ат с--ат 
2<Р реа 
94—бр 94—6р 
если а4—0р`>0, и 
въ случаю татинатв въ случаи тийтит 
ре—ат о с—ат 
РИ аа ей 
49—бр а4—бр 


если аб —ор< 0. Слфд., въ первомъ случа 2, удовлетво- 
ритъ перзому неравенетву, а 2, второму; во второмъ случа% 
наоборотт. : 

Значить, когда корни ур. [3] вещественные неравные, 
данная дробь имфеть шахипат и шшипат. 

Когда 44 —р6==0, уравн. ]3] дЪлается уравненемъ 1-й 
степени и потому иметь только одинъ корень. Въ этомъ 
случаЪ неравенства |4] даютъ: 

въ с’учаб талии 6% случа платит 
аг-—ре< 0 ат—рс>0 

Если а’ — рс==0, то одно изъ этихъ неравенствъ будетъ 
имфть мЪето; значить, тогда дробь имфетъ или аа или 
пита. 

Наконецъ, когда при О еще и р то ур. 
[3] перестасть существовать. Въ этомъ случа разсматривае- 
мая дробь равна постоянному числу при веякомъ значеши 
х. ДЪйствительно, изъ равенствъ 04 — р6==0 и а’ — ре=0 
выводимъ: 


= ы а: салЁд. р 
Ре Е р.9 т - 
Тогда: а=рк, б=4к, с=тЕ ^ 


в фх-Ее _ _А( рай--аж-т) Е. у я 
ооЕ-аЖ-т рабах 


и 


54. Правило. Чтобы найти тахрлиш и шшииию дроби 
ад--ох--е а 
| ра?-Тах-у Р 
составляютъ прежде всего уравнене: 
А.Р--Р,А=О. 
лЪвая часть котораго равна производной числителя, умно- 
женной на знаменателя, безъ произво, ой знаменателя, умно- 
женнной на числителя. Еели корни этого уравнешя окажутся 
мнимыми или вещественными равны.) то дробь не имфеть 
ни шахииит, ни шит. Еели корт. будутъ вещественные 
неравные, то одинъ изъ нихъ обрашаетъ дробь тахйпат, 
а другой—въ пипипит Тогда составлиоть выражене:аР—рА, 
зам$няя въ лфвой часги уравнея производныя числителя и 
знаменателя на производныя этихъ производныхъ. Тотъ изъ 
корней, который обращаеть это вырежеше въ отриц. число, 
соотвЪтетвуеть тахшиит дроби, другой корень — типо. 
Если уравнеше окажется 1-й степени. его корень обращаетъ 
дробь или въ шахшиши или въ шполашт, емотря по тому, 
получается ли отрицательное, или положительное число отъ 
подстановки въ выращеше аР — р-4 корня уравненя. Нако- 
нецъ, если уравнеше уничтожается, данная дробь равна по- 
стоянному числу при веякомъ значени <. 


| о а 
Примфры: 1) Найти тах. и тип. дроби ао 
Составляемъ уравнеше: 

(—2а--2) (22—2)—(22) (2—1 =0 

Упрощаемъ его; 22—3а--2=0 

РЬшаемъ: 2—2, 1=1 

Дробь имБеть шахшиий и птипии. 

Составляемъ выражение: (—2) (12—2)—2 -—а7--20— 1); 

Упрощаемъ его: 2(—2%-Е3). 

При х=2 это выражен!» обращается вт, отриц. число, а при 2=1 въ 
положительное; слБд., дробь получаегь тля при 2=2 и шшипат 
при 2=1. 

Самые шахипит и пааииши будуть: 


Е: 4 бы 
Е э @исх.) ЕО —=0 (пит ) 
2—5 


3) Найл.и тах. 4 пи... дроби ЕЕ ' 


25(22—1)—2(22—5)=0, д-ча--5=0 


Такъ какъ зори этого уравневя мнимые, то дробь не имъеть ни та- 
хииш, ни шицидий. <} 


а+х ах 
3 ни пах. и пит. выра Я 
3) Найти нах выраженя Е 8 Приведя оба члена 
даннаго вырална къ общему знаменателю, получимъ: 
с 2?--а? 
* —-ай 
22а? 
Нандемъ тах. и шш. перемъинаго множителя айаг 


2 А—и-а)—(—35) -Ра?)=0; да?т=0; х==0 
При 2—0 ьь ›ажеше 2(—27--44)—(—2) (2-4?) обращается въ 4а2,, т.-е. 
въ чнело полодительное; ельд., при 2==0 данная дробь получаеть плрипат; 
этотъ шшилиш=2. 


55. Измъдене разсматриваемой дроби. Чтобы дать поня- 
те о томъ, какъ можно составлять суждене объ измфнени 
аар--ых-Нс 
раг--ах-т 
— < до -- <, возьмемъ частный примфръ. Пусть требуется 
—2--2х—1 

т—2 
сно сказанному въ $ 49, находимъ сначала тахпиит и п11- 
ппиат этой функцш. Мы видфли (пред. $, примБръ 1-й), 


дроби вида при непрерывномъ измфнеши х оть 


проелфдить измБнен1е дроби . Для этого, согла- 


что она получаетъ тахниии — 


при 2=1. Чтобы найти теперь т значешя <, при которыхъ 
дробь обращается въ 0 или въ =, опредфлимъ корни ея 
чиелителя и знаменателя: 


—я--2х—1=0; а1—2--1=0; х—1 
2—2—0; х==у 2 


Корни числителя обращаютъ дробь въ 0, еели они не слу- 
жатъ корнями знаменателя (въ противномъ случа$ получается 
неопредфленное кыражен1е °/, истинное значене котораго 
можетъ быль и не 0). Точно такъ же корни знаменателя обра- 
шаютъ дроб., въ == <, если они не елужатъ корнями чиели- 
теля. Въ налемъ примБрЪ чиелитель и знаменатель не имЪ- 
ють общих . корней. С.Ьд., при 7=1 наша дробь обращается 


при х=2 и шшпиииа 0 


въ 0, а при 2=—И 2 и при 2—=-И ? она дфлаетея =. 


Чтобы найти предфльныя значег:я дроби при Х==<, 
представимъ ее подъ такимъ видокъ: 


Отсюда находимъ, что при х=—== < дробь обращается 
въ —1. 


у 


7 


р а: 
При х=0 дробь получаетъь значеше —-. 


Чтобы судить теперь, въ какихъ изомежуткахъ наша дробь 
возрастаеть и въ кацихъ убываетъ, расположимъ вс пре- 
дыдуцйя значешя х въ возрастающемъ порядкф и подъ ни- 
ми выпишемъ соотвьЪтетвенныя значлыя дроби: 


1—— ©, —и?, 0, 0, Из, 2, = © 
: : 1 т 1 
Знач. дроби=— 1, = < , 520 (шщ.}, =, — 5. (тах.), — 1 


По этой таблицф легко составит» поняте объ измфнеши 
данной дроби. Для удобства предетавемъ послЪднюю въ такомъ 
вид (разаоживъ числителя и знаменстеиня на множителей 1-й 
степени): и 

2-х —1 | —(%—1 
*-°  [1(-У)@-уз 


При измвнеши хоть — © до У? дробь измЪняется 
отъ — 1 до — <, никогда не достигая этихъ предЪльныхъ 
значенй. Что дЪйетвительно дробь стремится къ — ©, а не 
къ -- <>, когда 1 приближается оть — © кь —У 2, видно 
изъ того, что при веБхъ такихъ значешяхь 1, знаменатель 
дроби остаетея положительнымъ, приближаясь къ 0, тогда 
какъ числитель всегда отрицательный. 

._ При переход х черезъ значеше — И? наша дробь пре- 

терифваетъ разрывъ, сразу дфлаяс- -— < изь — © (какъ 
только 2`едфлаетсея больше —и2. „ламенатель становится 
отрицательным). 


— ю — 


| т ЗЕ 
--© до 0, переходя значеше 5 при д-=0, 


Достигнувъ значеня 0 (шшипот), дробь начинаетъ воз- 
растать до —<5 (при 2=РУ). - 

При переход д черехъ значеше У 2 дробь вторично пре- 
терп$ваеть резрывъ, дЪааясь сразу —< изъ ©. 


| 


РА 


: Г 5 


При дальгьйшемъ возрасташи х дробь сначала увеличи- 


вается отъ —с> при до — 


| : 
5 (тахииита), а затЪмъ уменьшается, 


стремясь въ ..редБлЪ къ —1. й | 

Ходъ измьнемя предетаваяетея болъе нагляднымьъ, когда мы изобра- 
знмт разематиюсемую функцио кривою (ем. чертежъ на’ этой стра- 
янь, из которомь; 04=1, ОВ, 06=у2?, 00—28, ОЕ=Ь—1, 


ОР ВН . 


Вътви кривой, заключающейся въ простразляъ РЬОСЕ, приближаются 
неограниченно близко кь прямымъ ОР и Сл, пивогда, одвако, ихъ не 
достигая. Точно такъ же привая, лежащая вь }1.5 МТФ, неограниченно 
близко приближается втвями къ прямымъ 75: и ТФ, никогда ихъ не до- 
стигая. Тавя прямыя наз. ассчаиипота-ни вривой. Для кривон, заклю- 
ченной въ углв 6Сх, аесимнтотами служатъ голмыя В5 и МУХ. 


1 


У. Нахондене нанбольшихь к нанменьшщихь значения свноторыь друихь Функция. 


56. Лемма. Среднее геометрическое, нисколькихь положи- 
тпельныхь чиселъ меньше изъ среднягс сриометическаго, когда 
эти числа не всъ одинаковы, ч равно ижь среднели) аривме- 
таическому, когда вс числа одинаковы. 

Док. Пусть х, 9, 2, $... будуть › положительныхь чи- 
селъ; требуется доказать, что 


—_ жуан-..-г 

а НЕЕ 

пл 

т.-е. < р — 


тдЪ знакъ = соотвфтствуеть тому случаю, когда Х==у=е= 
Е... 

Мы сначала докажемъ это неравенетво для такого числа 
сомножителей, которое равно 2, т.-е. для 2-хъ, 4-хъ, 8-и и 
т. д., а затЬмър—и для веякаго числа сомножителей. 

Всегда можно положить, что 


Изъ этого тождества Ви 


ги (— | 29)" 
и [1 


тдЪ знакт==имфеть мьето только тогда, когда х=. 
Возьмемъ тепеть + сомножителл: 1, у, 5,  Такъ какъ, 
по доказаниному: 


2,—, Е Е — их 


= 1 & 
о ы и == \ 


` 


и члены неравенствъ чиела положительныя, то. ‚перемноже- 
емъ получаем: 


у 2 


гдЪ знакъ —=имфетъ мфето только тогда, когда д==у и 2==Ё 
На осповйи неравенства [1] можемъ положить: 


ау. Не ==“) 
а 


р 


= 


[3] 
гдф знакъ == сотвЬтствуетъ случаю, когда х-- у=ё- Е Изъ 
неравенетвъ [2] и [3] выводимъ: 


НЫ 
1 - | 


Ту 


т.-е. ЖЗ == 


в 
гдЪ знакъ-=имфеть мфето только тогда, когда Х==У, 2=ёи 
х-Ну=е-НЬ ›».-е. когда ху. : 

Пусть теперь имфомъ 8 сомножитетей: хузнилюр. На осно- 
вани нераъенства [4] имфемъ: 


о(еБЕНЫ, й пере 

.ы = —= 4 

(еее т. 
4. ‘` 4 


т/- 


Откуда: хубиошр = [5] 
тдЪ зыакъ = соотвфтствуеть елучаю, когда х=у=е=и 
и—ф==и-р. ВслЪдетые неравенства [1] можемъ написать: 
х-ну--=— ироко о уе ион р\ * 
4 ; 4 а 8 [6] 
гд знакъ == соотвфтотвуеть случаю, когда х-ру--а--#= 
—=и--%-т о-в. Изъ неравенствъ [6] и |5] выводимъ: 


, дуги == ее 
гдЪ знакъ = имвБеть мБето только тогда, когда веф 8 сомно- 
жителей | «зам другъ другу. 

Подоб.оиь же образомт мы докажемъ истину дая 16,32... 
вообще (.... с. сомножигелей. 

Пуеть .ешерь чиело сомножителей не равно 2*; напр., пусть 


ба ьь 


имфемъ пять сомножителей: дуги. Обозисчимъ сумму ихъ бук- 

вою $ и добавимъ къ произведению сголько сомножителей, 
8 

равныхъ —-, сколько единицъ недостееть въ чиелф ихъ до 
о 

ближайшей степени 2-хъ, т.-е. возьмезь произведен1е 


32-8 
.-—. Тогда, по доказанному, имфемъ: 


туши. 8. 
у 55 `5 


: [ 33 \8 

$ 8—— 

хуи [$ = 5 | или хуи 
ъ 


| 7$ |3 
что посл сокращен1я на |3 дастъ: 
8) 


туи= | р 


гдЪ знакъ == соотвфтетвуетъь елучаю, когда ве сомножители 
одинаковы. 

Лемма такимъ образомъ доказана. 

Замфчане. Доказаниое неравенство извфетно подъ име- 
немъ неравенства Коши *). 

57. Теорема 1. Если сумма полозкительныхь перемьн- 
ных чисель есть число постоянное, зо произведенае этиихъ 
чиселъ получаеть наибольшее значене при ихъ равенствъь. 

Мы уже видфли ($ 50), что эта истина вфрна для двухъ 
перемЪнныхъ чиселъ (при чемъ числа эти могуть быть и 
отрицательныя); теперь предетоитъ показать вЪрность ея для 
какого угодно числа положительныхъ чиселъ. 

Док. Пусть %, 9, 2, 6..0 будуть п иоложительныхъ чи- 
селъ, которыхъ сумма равна постоянио»у чиелу а. Мы ви- 
дфли (лемма), что р 

туз..л< и т.-е. зи | 
если не вс$ сомножители равны межд) гобою, и 


а > 
42...10 = ||| 


=) Приведенние пами до-еостельство сущее... кно не отличается оть 
даннаго Коши въ его „Алгеср. анализу.“ (см, с о +434, переводь Эвальда, 
Григорьева и Илмлша, 1864 г). 


ве 


если они ве одинаковы. Отеюда слфдуетъ, что наибольшее 
. : ы. а \* 
значете произведемя 2/2...2 будетъ Ю при равенствЪ 


вефхъ сомножигеней. 

Замфчаме. Предыдущее разсуждене предполагаетъ, что 
множители могуть быть сдЪланы одинаковыми. 

Теорема 2. Если сумма полооюительныхь переменныхь 
чисель ху 2--...-Н $ есть число постоянное, то произве- 
денёе х”у”а?...Г, одь т, п, р...Г суть чьлыя положительныя 

оу 8.“ 
числа, будет наибольшиль при условие... =^. 
топ В та 

Док. Нроизведеше "у"... будетъ наибольшимъ при томъ 
же значеши перемфнныхъ, при которыхъ окажетея наиболь- 


5” у".. .Г 
шей дробь и ПоелЪдиюю можно представить въ видЪ 
произведеня: 


эт п т 


в титеь — 
у\" (г хуу ег 
т й_ В 


Такъ какъ сумма вефхъ отихъ ти...” сомножителей 
равна х--у--...-ГЬ т.-е. есть число постоянное, то, по дока- 
занному выше, произведене окажется наибольшимъ при ра- 


р .. 
венствБ везхъ сомпожителей, т.-е. при тя 


что НН треб. доказать. 

Теорема 5. Если произведене полоэжилтельныхь чисел есть 
число постояк ное, то суму этихъ чиселъ получаеть наи- 
меньшее значене при изъ равенствь. 

Дов. Пусть цроизведее п положительныхь сомножите- 
лей ху2..4 раьшо поетоянному числу а; требуется доказать, 
что сумма х—у--2--...Р{ будеть наименьшей, когда х= 
ЕЕ. =, 

Такъ какъ. согласно земмБ, 

Иду. к ВЕ 
. 7 
Г.Б знакъ=еос:вЬаетвуеть елучаю, когда д=у=2=...= то 


Жи... пу у:..1 $ т.-е. ЯРуа-.. И 


А. Киселевъ. Дошол  стотьи алгебры. о 


р. 


Ее = 


Отсюда заключаемъ, что наименьшее значене суммы 2-- 
-Ну--=-...4 будетъ 
9% 
И 
пу/а, когда х=у==2==...==[, 
Теорема4. Еслипроизведенетоложеительныхь сомножителей 
Д”у"аР...Р есть число постоянное, то сумма х-Ру--а--...-4 


получаето наименьшее значене при условёи а 
Док. Сумму х—у--2-...|- можно представить такъ; 
2 я о р ИЕ. 
хх Уи НЕ |ИИ 
а з Е . Е нае а и 
Такъ какъ произведеше вефхъ этихъ т--и-Ер-Р...-№л ела- 


талер... р 
гаемыхт, равно —— о. [.*@, есть число постоянное То, со- 


т’ р?...Р 
гласно теоремЪ 3-й, сумма окажетел наименьшей при равен- 
ув 1 
ствЪ слагаемыхъ, т.-е. при усло = е...-==—; что 
тп р г 
и треб. доказать. 

Задача 1. Изъ всюхъ прямоугольникозь съ данным периметромь 
какой мет наибольшую площадь? 

Обозначивъ стороны треугольника буквами м, у на, а периметръ его 
черезъ 2 р, будемъ имфть для площади вызажене: 

| а=УИр@—2) ФУ) @—2) 

Такъ какъ р число постоянное, то наибольшее значеше этой функщи бу- 
деть при нанбольшемь произведеши (р—2) (р—у) (р-2). Сумма сомно- 
жителей (р—2)-(р—у)--(р-г) равва3 р-—а--у-+-2)=8р—2 р=р, т,-6. она 
есть число постоянное; поэтому наибольшее произведене будетъ при 
равенствЪ сомножителей, т.е. при р—2==р-—у=р-2; откудым Я—у=2; 
значитъ, искомый треугольникъ равносторонай. 

Задача 2. Найти нид. значене ху пзи услови 5х--Ту==20. 

Наиб. значене произведешя ху будеть въ одно время съ наиб, про- 
изведешемъ 5%. Ту; но сумма 5ж-НТу есть чиело постоянное, поэтому 5= 
==7у; звачить: 

15 
&—=2, 4, ==" 

Вообще, наиб. знеч.Ше произведешя 2..1 при усломи аа--оу-- 
с2--...-Н =, гдъ а, 6, ‹,... 1, 1 суть пос:оянныя положительныя чнела, 
будетъ при условш: а2 ==Фу==е2==...==й$. 

Задача 3. Въ данно‹ вонусъ вписан... инлиноро со начдбольнииь 
объелю.мъ. Я 


Пусть радуу съ основания и высота, даннаго ‘конуса, будуть ‘соотв тетвенно 
тил, а рапусъ основавя и высота вписаннаго цилиндра тои у. Тогда 
объемъ цилиндра выразится сд?у. Приведемъ-эту функцю`къ” одной пере- 
МЪнной, состариБъ уравпеше, связывающее 2. съ у: 

7—7 
й—у 1—9: 7 откуда: Я= и 


СлЪд., объемъ цилиндра будеть: 
в -—п/\* т 
в — “| уу 
( г № р #—уу 


Вопросъ теперь приводится къ нахождешю наибол. значешя (#—у)3у. 
Такъ какъ сумма (й—У)--у есть величина постоянвая, то произведене 


й й 
(П—у)зу будоть наибольшее (теорема 3-я) при услови: т; от- 
р " 
сюда: у= = 


Наиб. объемъ цилиндра бущетъ: 


та р п: те 4 ра В Чт 
“38 м'9’ за. 


Задача 4. При какомь положительном значении 2 выражеше 


—1 
И будет наибольшее? 


Е 1\: 
Такъ какъ о’. Е —1, Т.-6. есть чнело постоянное, то нзим. 


значеше суммы И 5 будетъ (теор. 4-я) при услови из: 16= 1; 


откуда 2=1/ 56. 
Задача 5. Опредблийийь цилиндрь, который при данномъ объемь 
лпьль бы наименьшую повержность. 
Обозначить радуеъ основашя цилиндра черезъ 2, а высоту его черезъ 
У, будемъ пмьть для поверхности выражеше 2жу- Зкай 9 (ту-- ай); 
сльд., вопроеъ приводится къ нахожденшю наиб. значеня функщи жу--ай. 


4 
Если объемъь цилиндра назовемть 9, то тд?у==; откуда Ув и, слёд., 


дут = 
ия 
/ И >. 4:2 
Такъ какъ ) р ао постоянное, 
ин т 
\ 
: 
то (теор. 4-я) о” и ОВ И 
2 


И. РЕ 


1. Которые друпе способы нашожденя гехолит и пилипыт фунищи. 
1) Принцилъ Фермата. 


58. Изь элементарныхь способовъ нахокдевя тшахипит и шишиие 
функций особенно замвчателенъ своею простотою такъ называемый прия- 
цить Фермслпа (зваменитаго франц. малематила 17-10 стольтия). Его можно 
резюмировагь въ слвдующихъ ДВухЪ Поло. аАхь, почти очевидныхь: 

1. Если непрерывная функшя Ил) им оьтъ шахипит ии пилаииий 
при =, то произвольному значению «=, меньшему ту, и весьма 
близкому къ То, соотвютствуеть таков „начеще п=жа, большее т, и 
весьма близкое къ 2, при котором ==). 

Дъйствительно, предположимъ, чт хо) воть шахшиииа (или пиши) 
н пусть $: есть произвольное значеше 2, меиышее $, Но весьма мало отъ 
него отличающееся. Тогда, при ненрерывиом.ь возрастани ф отъ 1, функ- 
щя сначала непрерывно возрастаетъ (или убыьаетъ) до шахппат (или пи 
пииит) /(24), а затьмъ велрерывно убываель (или возрастаетъ). Очевидно, 
что при этомъ убываши (или возрасташи) оьа пепремьнио достигнегь нь- 
котораго значешя (2), равнаго Каз), еели «олько т; было выбрано досла- 
точно близко къ 2%. 

ИП. Если <, неограниченно придлиосаев.сч къ 2, 110 и т. неограни- 
ченно приблиоюается ко 2, тако что неу. Ца)-=пред. Ак) Ка. 

Эти два положешя слановялтен вполиб наглядными, если изобразимъ 
непрерывную функщю кривою. Обралимся, вапр., къ черлежу & 45 и 
положимьъ, ч1о ОЕ=ж и ЕЕК=Из,) есть тазлит (4). 

Тогда очевидно, что по обБ стороны ЕЁ можно найли двЪ ординалы, 
равныя другь другу и весьма близая къ ЕР. Львая изъ, нихь будеть со- 
отнЪгогвоваль значенно а=я, а праван—оначешю дд. Когда лфвая 
ординать сталетъ приближаться къ ЕЁ, то и правая должна къ ней при- 
двигаться и совиадаль сь ЕЁ объ долдры одновременно. То же самое 
можно оказать о шшипиш НО. 

59. Приложимъ сказанное къ нахолдев,ю тахипат и шшипат трех- 
члена ад?--их--с. Пусть при 2=%% этоть зрехчлень получаеть тахшиии. 
ции шишииии. Тогда согааено первому положешю, можемъ допустить, что 
существують значешя ху и хуя, при воторыхь имъеть мБего ра- 
венство: 


ат, ‘ох, сах, 0, с. 
Изъ эгого равенства рыводимъ; 
ас — г’) о, —2,)=0 илы (2, —42,) [-ра,)--6]==0 


Такъ кавь г)—х.5=0, то на лу райцлть ‚завнеше можно сократить: 


хто. ь 


— ол — 


Это равенелво вьрно, вакь бы близко 2, ни было къ ту; елЬд., оно оста- 
негся върнымъ, ьогда 2! обратится въ 525; но тогда, согласно второму по- 
ложешю, и т.) обращается вь 2%; слЪд., мы будемъ имвть; 

зах 6—0, откуда: х)==— >. р 

Такимъ обрёзомь, при этомъ значени х трехчленъ получаеть или ша- 
хит, или пишляию. Не трудно сообразить, что первое будеть имзть 
мБето при а<0, & второе ири а>0. Въ самомъ дьл, ири а<0 трехчленъ 
ах?--ыт-не по-гчаетгь значене-—©о при 2=—<о и при х=--оо; значить, 
при измвнеши отЪ —©® до -гсо трехчлень измьняется оть —<о до <; 
сЛЬд ‚ онъ Доллинь при этомь перейти черезъ нзкоторый пмойтиин; при 
4`>0 трехчленъ хомьняется огь -<о до оо; слБд., онъ долженъ перейти 
через» нькоторыи липитит. 

Тавимъ обраомь, сущность принцииа Фермата состоитъ въ томъ, что, 
составивъ уравие.е Кх)=ИА), мы стараемся его преобразовать такъ, 
чтобы было ви..0, во что оно обратится въ предълЬ (даемъ уравнешю 
такой видъ, чтобы его можно было сократить на &:—4.). 

60. Приложи\м, припциит, Фермата къ нахождешю шахцаит и пнапаит 
ал фх—с 


дроби 
реа 


. Положивъ, что 


ад, с ах, бас” 
раза то ралерааы-т 
цолучимъ поель перенесешя членовъ: 
ах ре аа) —(аал--ьх,-обре--ал-Н")__ 
УМ 
ро-Рал-Ррел-раж, Е) 
Чтобы это уразнеше могло существовать при конечныхъ 21 и 2, не- 


обходимо и досгаточно, чтобы чиелитель лъвой части уравнешя былъ ра- 
венъ 0. Упроетиьъ его. 


Раскрывъ перъыя скобки, подучимъ: 
арете Ро ре сера Наах еда, Нсал, Нат тх, ет. 

Вычитаемое числителя отличается оть полученнаго результата только 
ТЪМЪ, что 2: зачьмено па 29 и обратно. Поэтому при вычитаншы сокра- 
1я1ся воЪ ть члены, которые не иамфнятся отъ замЪны х| на д; и обратно 
(т.-е. члены, симметричные относительно и: 2 Сдьлавъ такое сокра- 
щение, получимь: 
брт, — 2-е —2, 5445,5, (5, —2,) са, —2)-ра’а— 

а) —ф)= 
или но сокращеши це 2—2; 
брах, сид --т)-иахт, —еа-раца,--з,))--97=0. 
это уравнение. предьль, т.-е. при Ж=.3=у» даетъ: 
(—--вж фм ер-наюх, + —6а--0)=9. 
Это то самое } разнене, ьоторое мы получили, рышая вопросъ спосо- 


10а 


бомъ, указаннымь вь $ 53 


бы 


61. Принцишъ Фермала не указываеть ш.ема, которымъ можно разли- 
чить, какой изъ корней полученнаго уреаьшешия соотвтеавуетъ шахипаш, 
и какой пилииит функши. Во многихъ слуудахь это можно рфшить непо- 
средственно, разсматривал услоыя и харашлеть задачи, изъ которой вы- 
ведена фупкщя. ПримЪромъ служить слфдувацал задача. 

Задача. На продолокени стороны АВ „учмоугольника АВСО найти 


такую точку М, чтобы сумма площасее треугольников МВХ и ХОС 
была тахипаш 4.14 типа. 


Пуеть АВ==а, СВ=%, МВ=х. Тогда сумма площадей МВМ-+-МОО 
выразится: 


5. ВМ-а. СХ) 
Изь пропорцш ВМ: 0=2:а--х находим; 
ох я 6х 20 
о ЕНЕИО -- ЕР ии Оби 
ВА Еьа сл$д. СМ=0 ааа 
1 с СГ Е 2-9? 
и 3 (2. Вм+а.су)=5 ее ив) =3 И ( тн | 


жа? 
Находимъ шах. или по. функщи: ка [1] 


Соглаено вышеприведеннымъ двумъ по..сжешямъ, будемъ имъты 
ден аи (даа, с, — (а -раей-на?) _ 0 
да аа’ (.—за-та) Ре 
д, —фвна а, фа 2-2 )-=0 
д фа, 0: и — Зах, —@=0 
1—=—а=Уа-а’—=—а-ау 
жи==щу 2-1)  а’-=-щуЗН) 


Изъ раземотрьшя усломя задачи не трудно видьть, что значешю ху 


соотвфтетвуегь шиишит суммы площаде, дьйетвительно, если бы при 


— 11 — 


этомъ значеши 2 фуикщя получала тахипат, то при возраетани х сумма 
площадей долови была бы уменьшаться; но этого нВтъ, такъ какъ при 
весьма больрюль & эта сумма можеть быть едфлана, очевидно, какъ угодно 
большою. е 
Значеше х.”, будучи отрицательнымъ, соотвътотвуеть алгебраическому 
шахмлини’у. Еощ мы желаемь уяснить геометричесый смыслъ этого рВше- 
шя, мы должны поступить приблизительно такъ, какъ было намн указано 
вЪ стальф объ изсльдоваши уравнений ($8 126 „Элем. алгебры“). о 
въ данной фузкци 2 на —%. Тогда получимъ новую функщю: 
2 
2-та” [2] 
а—х 
Теперь зам озимъ, что значеше функщи (2) при х=т будеть то же 
самое, ч1о и эначеше К —5) при т=—т. СлЬд., при измвнеши д отъ 
—©> до --<2 ‚ушишя Их) будетъ измъняться совершенно такъ же, какъ 
измфняется К —.2) при измввени 2 отъ <> до —©. Поэтому, если 
Их) получаетт шахппот при д=т, то К —4) получить тахипит при 
я=—т. Изъ сказаннаго сльдуегь, что фуинкщя [2] иметь тах при 
= 2--1), такь какъ функщя [1] имБеть тахииат при х=—4 (и2-1) . 
Но функшю [2) можно представить такъ: 
г. д-ра 


д—а 


: ем 2? 

и, ельд. когдй функщя [2] иметь шахилит, функщя м] получаетъ 
пианпишт. Каьос же отношене къ нашей задачЪ имфетъ фупкщя [3]? Для 
разъяененли этого, предположимъ, что мы взяли искомую точку не направо 
отъ В, а нальзи оть пея; пусть это будетъ М; (ем. чертежъ). Тогда сумма 
илощаден треугольниковъ 1 ВМ--ОСМ, выразитея такъ: 


1 
5-е. ВМ,-а.0М,) 


Изъ пропорщи ВМ, :6==5: 2—@ находимь: 


В и слёд., а ыы аб 
о д—4 2—4 
с ей 0 аб \_1, (27 --92 
Поэтому: 5.ВМ, НОСОМ, == (ен = =55 и 


Вопросъ „еперь приводится кь нахожденю шах. или шш. функши 
22--а? й = 
а’ КОТОР“ и веть функция [5]. Получаемъ отвфть: при =а(у/ 2--1) 
сумма поющаде. ЛАВМ: и РСМ, будеть тиши. 

62. Иногд.. прянципъ Формат оказывается прим5нимымъ въ танахь 
случанхъ, ьь ваорыхъ друме способы были бы не удобны. Приведемт 
пЪкоторые премьеры. : | 

Задача 1. 2:3% всъхъ треугодьниковъ, имюющиль одну и ту же 


высоту и одно и зо же основанле, какой имени нальменьшую сумму 
двухъ другихь сторонъ? 

Пусть основаше треугольника будетъ 6, высота его й и углы при осно- 
ваНи 2 н у. Тогда сумма боковыхъ сторовъ выраьнися такъ: 

В а ГИ ь ост 

п ху  Цзтх ый у 

Будемъ искать пишииии функщи, заключенном! .ь скобкахъ. Такъ какъ 
отръзки основания, на которые оно разсЪкается сзысотою, суть Й с09 2 
ий со у, то между перемфнными т и у мы имъемъ уравнене: 


№ с049 х-- с019 У=0: откуда: со ув & 


1 1 : 
/: ———= — = о? 9/— 
Поэтому Е и — созес у=У1--и Ни 1-сов?у= 


= гие 1-+( (9 } эи==-+ут 5-5) 


если для крагкости положимъ 20} в==2. 


ивя+у 1+ (=) =ИвЕа+- 1+) 


ее ее: 
или: И =) И) =инРа-уиТЕа. 


Желая сократить это уравнеше на 2—2, преобразуемь каждую часть его, 


ИИ — 7—" 
основываясь на тождествъ; у”— 7%=— УР зогда подучимь: 
7 


ураисне ИнеНинА 


Разложивъ числителей на множителей и сокративъ на 2а—2,, будемъ 
имыь; 
20 


М 
“| = 1 


й 8, —— 2 


УЧЕУ-УЧЕЗ узута 


Переходя теперь къ предфлал.ь, т.-е. подожизь: < 


*2— 
а (--) 


й ы я 


Это уравнеше ирудставляеть собою пропорцю; составимъ изъ нея про- 
изводную пропорщю: разность членовъ 1-го отношеюя относится такъ къ 
предыдущему члену ого отношевя, вакъ...: 

- ое а: и 2] == 2? 
р 
—— | 
Ё ши 
м: 
. ъ 
Рыцивъ это уравнеме, найдемъ: 2—0 = посльЬ чего получимъ: 
ь ы 
[657 У аь 609 Я, Т.-6 Ф=Уи. СаФд., искомый треугольникъ долженъ 


быаь равнобедреннь.н. 

Задача 2. Въ данлий круговой секторъ вписать прямюугольникъ съ 
яаибольшею плошеью. 

Дия примЗра ртьцимт, эту задачу геометрически, без помощи анализа. 


Пусть прямоугольникь АВС будеть искомыи. Согласно принципу 
«оермала, можно найзи два прямоугольника А, В, СО! и АиВибирь, рав- 


пые по площади. Тогда: й В, 
В.С 
4,В,.В,С, =4АВ,,.В,С.:; откуда: Вы — 3,0, 


Изъ подоМя третольниковъ видно: 


А,Б, А п Вы бы — МВ елЪ МВ, _МВы 

днЕн МВ, `В. МВ, В ЕВ, 
Откуда: 1: УВ, —МВа МВ [] 
Съ другой сторовы: УВ--УВ, =МВ, УВ, [2] 


зъ [1] н [2] вывод ть: МВ.=5МВь и МВ, =МВ,, 

Еоли теперь воо’ж«зимь, что точки В, и В;| неограниченно прибли- 
доклоя въ В, то фаз шия ММ будегь стремиться кь касательной въ точкЪ 
8; ь тоже время 2.5, приближается въ равенству сь МВ, & М№МВи къ 


равенству еь №В. Отсюда заплючаемъ: когда пр .моугольникь АВСШ есть 
тахииит (шиилиии, очевидно, не существуетъ; ‹сть крайнее значете 0), 
отр5зокъ касагельной въ точкЬ В, заключеннь.. между продолжетями ра- 
длусовъ ОМ и ОМ, длится вь точкв В попо ша; значить, точка В ле- 
жить на серединЪ дуги, составляющей позловиь\ дуги сектора. 


2) Приравниваи1е функц!и ироизвольному 
количеству. 


63. Сущноеть этого способа состоить въ слЪдующемъ. 
Задаемся вопросомъ, можеть ли данная функшя (5), при 
вещественныхъ значешихъ х, получать всевозможныя веще- 
ственныя значен1я? Для этого, приравнязъ функщю неопре- 
дфленному количеству т, опредфаяемъ, если можно, изь 
уравнешя /(2)=т значеше х въ зависимости отъ т, и, раз- 
сматривая получившуюся для х формулу, рышаемъ вопросъ, 
при всякомъ ли произвольномъ веществеиномъ значени т для 
< будутъ получаться вещественныя значеня. Если окажется, 
что дия вещественности х нЪтъ надобности ограничивать про- 
извольность въ выборЪ 71, то заключаемъ, что данная функщя 
можеть пробрЪтать всевозможныя значешя, какь очень боль- 
ия, такъ и очень малыя, и слфд., оца не имфетъ ни нан- 
большаго, ин наименьшаго значення. Ес.и же, по изслфдоваши 
формулы для х, окажется, что количество 1% доажно заклю- 
чаться въ извъетныхъ границахъ для того, чтобы соотвфтству- 
ющее значене х было вещественнымъ, то заключаемъ, что 
2) не можетъ получать всевозможных значешй и потому 
она должна имЪть наибольшее или наименьшее значеше, или 
то и другое вмЪст$. Эти значешя найдемъ, разсматривая гра- 
ницы, между которыми заключается 1%. - 

64. Для примфра рЬшимъ этимъ слособомъ сафдующую 
задачу: въ данный кругь вписать равнобедренный треуголь- 
никъ, у котораго сумма основанёя съ „лсотою была бы наи- 
большая. 

Обозначимъ основан: треугольника 2. а высоту его у. 
Тогда сумма основанйя въ высотою 0\. аъ 2/--у. Чтобы со- 
ставить уравнеше между хи у, приме .-ь во ьниман1е, что х 
есть средняя пропоршональная между ни 2^-— у, гдЪ г ееть 


радуеъ даниаго круга: сначить, х==--; у{2/— у), и по- 


тому сумма 22--у будеть 2/у@т Е: _Приравняемъ 
эту функцпо пеопредфленному колическву т и рфшимъ урав- 
нене относительно у: . 
Зи и2—у-ку=т; 3Ууб7—у=т-у 
Чу (2т— у —2ту-у 5у— (4 туу--т=0 
зип у и--т)—5т? 


- Ш] 

Разематригаля оту формулу, замфчаемъ, что т можеть 

ИМЪТЬ ТОЛЬКО тая значешя, при которыхъ 
(4у--т)—5 1—0 
По раскрыты скобокъь и сокращеши на 4, это неравенство 
будеть: - 
Шт ит-Е47=0 [2] 
Вопросъ прикеденъ такимъ образомъ къ рьшен1ю неравенства 
2-й степени. Такое неравенство легко разрфшается, еели л%- 
вую его часть разложимъ на множителей, для чего предвари- 
тельно найдем» корни ея: 
т — ит 4—0; а 72-47 —{1 =у 5) 
т =и(1--И5); т,=а-У 5) 
Теперь неравенство [2] приметъ видъ: 
—(и—т,)(п—т.)=0 

Значить, необходимо, чтобы произведенше (т-—т,)(т—ть,) 
было отрицательно; для этого нужно, чтобы величина т за- 
ключалаеь мезду пи и т, т.е. 

РТТ 

СлдЪд., наьб. значене т равно т = а-Ни 5); а наимень- 
шее, =7(1—" 5). ПоелЪднее, какъ отрицательное, не имЪетъ 
геометрического смысла, и остаетея только одно наибольшее 
значене. Чтобы пайти соотвфтствующее значене уу, ‘подста- 
вимъ въ р. {| на мфето т значен1е "а-НУ5); тогда под- 
коренное количество обратится въ 0, и мы получимъ: 


уАЧЕНЕУ ЗУ 5 


куни уенитуваы 
Я ДЕ=я о \у 5 ИВ =-А (И 5 1) 


Замфчане. Описаннымъ способомь мы находимъ наибольшее и наи- 
меньшее значене данной функщи, но не златинит и паттнит въ истин- 
номъ значены этихъ словъ; напр., рЬшая вышеприведенную задачу, мы 
пришли къ заключешю, что при всевозможныхт, вещественныхлт, значевшяхъь 
у величина функщи должна заключаться въ границахь: питта, т.е. 
910 71 измьняется между т, и 7;; но какъ опа измЪняется въ этихъ гра- 
ницахъ, постоянно пи возрасгаеть, при непреывномъ возрасташи 2, или 
постоянно убываетъ, или то возрастаетъ, то : бываетъ, переходя черезъ 
одинъ или нъеколько талиитш и шшитиш, уньочшй ЦЪ этому описанный 
способъ не даетъ. 


3) Способъ неопред$ленныхъ множителей. 


65. Наибольшее значене фупкщи вида: 
у—{@а—6(ах-—в(а'т—.... 
можно находить посредетвомь епособа неопредъленныхъ множителеи. По- 
кажемъ это на сльдующемъ примЪръ: 
у=(@2—1)(&—3)2—3) 

Желая привести это произведене къ такому, у козораго сумма сомно- 
жителей быль бы постоянна, умножимъ каждого сомножителя соотвЪт- 
ственно на нЪкоторыя постоянныя числа а, $, 7, значешя которыхъ пока 
оставляемь неопредфленными. Тогда получимъ „ругое нроизведене: 

—авуу—(д—а)(вт—28)(/х—37) 

При поетоянпомъ зпачеши произведеня с2/ наибольшему значешю 2 
будетъ соогвьзетвовать наибольшее или наименьшее значене у, смотря по 
тому, будетъ ли а2% числомь положительнымт, наш отрицалельнымъ. 

Подчинимь теперь числа а, 8, 1 условно, чобы сумма: (э2-а)--32— 
—3)-Н3<—3/) была чиеломъ послояннымъ. Для эгого достаточно положить: 

а--в--у=0 П 

При всякихь значевяхь а, В, 1, удовлезворзющихъ этому уравненю, 
изъ вобхь значений 5, обращающихъ сомнолыгелей функщи 2 въ 7040- 
эситпельныя числа, то будеть соотвфтетвовать наибольшему значеню функ- 
ци, при которомъ эти сомпожители равны другьъ другу (теор. 1-я $ 57). 
Отсюда слЪдуетъ, что искомое значенше ж долхио удовлетворять уравне- 
вямъ: 


у о - 
ара 0—28 [2] и аф—2—щ—3 [3] 
Мы имЪфемт, такимъ образомъ для опредълешя 4-хъ неизвЪетныхь; 5, а, 
| ред 
Вит только три уравнева. Добавимь еще о„но, ириравнявъ какого-ни- 
будь сомножиголя произво.плиюму, но постоянному числу, папр. 1: 


Я—9=1 # 
Рьшимъ э1и уравневя. Изъ [4], затьмь изо 1 и [3], находимъ: 
ь 1 1 
м бк, . 
я—1 ‚Г д—2 ь &— 


Цосль чео уравнеше [1] даеть: 
Ра а 
123 — 
или (4—2) (х—3)--(2—1)(2—3)--(#—1(2-2)=0 
РьшивЪ это квадратное уравнеше, находимъ: 
Е: . виз... 
д 5 1,422..; аТЕ 257... 

При этихь сначешяхь д сомножители: ар—1, 82—93, уд— 31 бУДУТЬ 
положительны, исгому что каждый изъ нихъ равенъ 1; они будутЪ также 
положительны при значешяхъ т, ньеколько меньшихъ или нъскалько боль- 
шихъ, чЪмЪъ 1 и 2.. Изь этого саЪдуетъ, что при 2==21 и при 2=2 функ- 
щя 2 получает. звачешя, намбольния изъ омежныхъ, т.-е. тахилит. Что- 
бы узнать, получить ли при этомъ функщшя у тахишит или поли, надо 
опредьиить знаць произведенн а8. Такъ какъ 

1 $ 
и 
@—0@2—)@-—3) 
то для этого досгаточно найги знакь знаменателя при х=а, и 0-2: 

| 3—Из— Уз з-—уз вуз 
м —1)(— 2) —3)—=—— ЕЕ па. 9—2 0 
( 1 7( 1 )( 1 ) 3 3 3 | 91 ». 
„_З-НИ ЗИ 3.-3+И 3_—6вИЗ 
(.—1)(2,—2) (2, —З)= а. а т == < 


Слъд., фупьшя у переходить черезъ тахипит при =: и шиипат 
при #=а%. 

Когда число сомпожителей вида ах—5 болъе трехъ, то указанный пуемъ 
приводить кь }равцешю степени выше. 2-й, которое элементарно вообще 
не разр Ышается. 

Этоть же сцособь можно примфнить и въ ТЬхъ случаяхъ, когца нъко- 
горые сомножи.ели равпы другь другу, т.-е. когда ункщя имфетъ видъ: 
у=(ах—6) ах)”. РЯ 

Чтобы наити, ныцр., шахшиии функщи 

у= (2—2) 2- 3—4 ==@—2)в—2)@-—З)е—4) 
беремь другую функцию: 
Ру (ах—2а) (31—38) (ух— 45) 


ару== 


Положивъ 2а--8—-1—=0 
и их—2—1 вд—83=1 ух—4=1 
ах ` —— 1 Е 1 „— 1 
ваходимъ: ЕЕ, И | р 
ВА: Ш ата 
у Тао 
г.-е. а 
э—-уй | 25-17 _. 
Откуда: 2, — РИ 61... аи = 3,64... 


> 
о 


ь 


Произведене а137 будеть положительно или отрицательно, смотря по 
тому, будеть ли Ву положительно или отрицательго; знакъ 87 опредьляется 
знакомъ произведеня (т—3)(6—4). Поельднес дать: 


1-уй —7 =. 
Эа -у=ЕИ 


@,—З) (и. = и. — УП 


Слъьд., у переходить черезъ шахиииа при 2-=.: и шишииои при =а,. 

Разсматриваемая фуякщя имьеть еще шиилиа, при %==2, потому, что 
при этомъ зпачени она обращается въ 0, а при „зачевшяхь д, ньсколько 
большихъ или ньсколько меньшихъ, она остаезс.. голожительной. 


Способъ неопредвенныхъ ко„эфищентовъ, 


66. Бывають случаи, когда является задобность въ р®ше- 
вши вопроса; не существуетъ ли ри который, будучи 
цфлымъ относительно пеземфиной х, быль бы енпособенъ удо- 
влетворить изв 5стнымъ усдошямъ, иеели с‹уществуетъ, то как 
его найти? Одинъ изъ способовъь ршенаи такого вопроса со- 
стоитъ въ слЪдующемъ. Предположивъ, что такой многочленъ 
существуетъ, опредфляютъ, если можно, & 17407 показателя 
его степени 7; затЪмъ составляютъ многочленъ этой степени: 

Ах" Ат Ат... Аи а-НА” 
гдБ коэффищеиты: 4,, 2, 4,....А,„ предцолагають пока не- 
опрефьленнымиц. 

ДалЪе, подчинивъ этотъ многочленъ даннымъь въ вопроеЪ 
услошямъ, стремятся получить столько \} «внешй, сколько до- 
статочно для оиредфлешя значенй коэфо.ишентовъ. Въ этомъ 
состоитъ с1060бъ неопредвленныхь коэфф иентовъ. 

Если бы оказалось невозможнымъ опродфлить & рог! сте- 
пень искомаго многочлена. предполагают, миогочлеиъ неопре- 
дЪленной степени съ неопредБленными ко.» рфищентами и, со- 
ставивъ уравнешя изъ }слов вопроса. .аходять, если воз- 
можно, и показателя етеи-ьи мпогочаена. 1. эго коэффищенты. 

67. Способъ неопредиленныхь ъ05и‹ ищентовъ оеновы- 
заетея на слЪлующихъ и‹тинахъ: 

Теорема 1. Если ‘много :аень РЕЕАХ — А 1... А” 


равен 0 при таком числь различныхь.значенй переменной 
х, которое прегостодить показателя, его ететени. т. то всъ 
его коэффииениия равны 0. 


Док. Предноложимъ сначала, что многочленъ Р обращается 
въ 0 при т различныхь значеняхъ 1. Пусть эти значення 
будутъ: а, &,. 4,... . Покажемъ, что въ данномъ случаф 
Р можно представить въ видф произведеня; 

Р-=А,(х—9,) (1—0) (х—9.)...(&—9) 

Въ алгеб’ ь доказывается, что вели многочленъ Р обра- 
шается вь 9 пон 2==а, то онъ дфлится на х—а (см. $ 53 
„Элем. алгебры"). Поэтому можно положить: 


Р=(х—а.)Р, 1] 
гдЪ Р, есть частное отъ дълешя Р на х—х, (замфтимъ, что 
высший членъ ого есть 4,5”-1). Такъ какъ Р, по условию, 


2 
обрашаетея ва, 9 при Х=,, то то же самое можемъ сказать 


о произведен (2—9) Р;; но множитель х—в, не равенъ 0 
ири 2==%,; поэтому Р, обращается въ 0 при этомъ значени х 
и, слЪд., Р, дьлитея на х—а,. Положимъ, что Р/=(и—0,)Р,, 
гдБ Р, есть многочленъ степени 7т—2 (выспий членъ кото- 
раго есть 4,2”-*). Равенство [1] можно тогда написать такъ: 
Р=(х—9а,)(2—0,)Р, [2] 

Такъ какъ Р. по условпо, обращатся въ 0 при #—»., то 
то же самое можемъ сказать о произведени (2—9) (1—%,) Ру; 
но множители с —@& им тр—а&а, не равны 0 при х=4,; по- 
этому Р, обращается въ 0 при этомъ значеши х и, сл$д., дЪ- 
лится на х—<,. Положимъ, что Р, == (1 —“,)Р,, гдЪ Р, есть 
многочаленъ стецени 1—3 (выеций членъ котораго есть 4,22” 3). 
Тогда равенезро |2] можно написать такъ: 


Р=(5—4%,)(1—а,)(х—в,)Р, 
Принявъ толерь во вниман!е, что Р обращаетея въ 0 при 


=, при Х=%,... и, наконецъ, при ==», и разсуждая 
подобно преды_\л.ему, найдемъ, что 
Ры= 6— (фа)... 45-—0„)Рь Н] 


тдь Р»ь веть ме зочленъ степени т— т, выспий членъ ко- 
‚ораго равенъ д.'””; значить, Ры=А.. 


— 50 — 

Теперь предложимъ, что Р обращается въ 0 еще при 
ф==0»„41 при. чемъ &„_: не равно ны одному изъ значешй: 
“, “,, 6%... бт. Тогда, подставивъ въ равенств [+] иа мфсто 
х значен!е о„.1, найдемъ, что А, -0. 

Такимъ образомъ, мы прежде всеге видимъ, что есди мно- 
гочленъ обращается въ 0 при такомъ чиелЪ значешй х, ко- 
торое превосходить его показателя съепени хотя бы на 1, 
то первый его коэффищенть равенъ и. 

Положивъ А,=0, будемъ имЪть: 


РА "Ах. 56 -—Ая 
Такъ какь этотъ мпогочаленъ. по УечовИю, обращается ВЪ 
0 при такомъ числЪ значенй Я, которое превосходить т—1, 
то, на основаши предыдущаго, закиючаемъ, что А, — 0, 
'Гогда 
РА,” А ди. . Ам 


Продолжая эти разсуждетя далфе. убфдимся, что А.=0, 
потомъ 4,=0... и, наконець, А,—0. 


Сльдетве. Если иногочаен%, цвлыи относительно х, ра- 
вен 0 при всевозможныхь значеняхь х, то всь его коэффи- 
ценлиы равны 0. 


Теорема 2. Если 064 многочлена, гьлые относительно х, 
равны другъ другу при таком числь различныхь значений 
перелиьнной х, которое превосходить показателей степеней 
этихъ многочленовъ, то коэффимениь: при одинаковыяь сте- 
пеняхъ бугвы х должны былть равни оругъ другу. 

Доказ. Положимъ, что равенство: 

НА Ад”... А, = Вуд Ва -- 


’ т 


—В,"—-|-. то, 


имфеть мБето при тахомъ числ различныхъ значенй 5х, ко- 

торое превоеходитъь т, и пуеть т >». Перенеси ве члены 

въ лфвую часть, получимъ въ этой чести миогочленъ: 

Ро еы В Нина - Ва. 
—(А.—В,) 


Этотъ многочленъ обращается ль. при такомъ чиелЪ раз- 
| 


о ки 


личныхь значешй х, которое превосходить показателя его 

с1епени; велел ые этого, соглаено теорем 1-й, будемъ имфть: 
бы С: 

что н требовелось доказаль. 

Сльдстве. „Сели дви мноеочлени, иелые относительно х, 
равны при всевозможныхь значевяхь х, то у нихъ коэффи- 
шенты при одинаковыхь степеняхъ буквы х должны быть 
равны друг чиугу. 

68. Приведемтъ ибкоторые примфры на примфиене спо- 
соба иеопредьазиныхь козффищентовъ, 


Примфръ 1-/. Нахождене частнаго оть дьленая двухъ 
‚иногочленовъ. 

Пусть требуелся найти чаетное отъ дфлешя 62*-|-115% — 
—212-- 59х —14 на 347 — 55-27. Предположимъ, что это 
частное возможно выразить въ видб цфааго многочлена. Въ 
такомъ сиучаь этотъ многочленъ долженъ быть 9-й степени; 
елЪд., оиъ будеть имфть видь: А--А,--А,. Вопроеъ те- 
перь состоит, в томъ, чтобы отыскать эти три неопредЪ- 


ченцыхь козириента. По свойству дЪлевя имЪемъ: 


бал 1123—2755 95—14 (32 —ба-НТ(е--АТ-РА,) 
Ад ВА, —ЗАра-ЫА, АТА. 
(—54.- ТА, )2-ЕТАь 


Это равенство иредетавляеть собою тождество, т.-е. мно- 
гочлены, столийе въ лфвой и правой его частяхъ, равны 
другъ другу при веевозможныхъ значешяхъ 2; поэтому, со- 


глаено теорем», 2-й. мы будемь имЪть равенства: 


ЗА6: ЗА 5,1: 34,5, РТА Ь—ф97: ТА,—6А,—59; 
7т4,—=-14 


Такимъ об)зомъ, мы получаемъ систему уравненш, въ 
которой число изизьБетныхь меньше чиела уравнешй. Эта си- 
сгема можеть одазаться невозможной, тогда искомое, частное 
иельзя вырази:. цлымъ многочаеномъ: есди же система ока- 
метея возмоли: 11. тогда коэффищенты 4, 4,, А, найдутея 
рышеюшемъ вр, 


\. Кисезевъ. 1о4сти. СГетьн алгебры. 6 


ВЫ 


Нахождеше неизвфстныхъ, велЪдетьгс особениости системы, 
выполняется весьма просто: изъ 1-го 0. находимъ: А. =2; 
подставивъ это значеше во 2-е уравне.ие, получимъ А, ==7; 
посл$ чего уравнеше 1-е даетъ: А— —? (А, также удобно 
найти изъ послфдняго уравнешя). Теперь остается опредЪ- 
лить, удовлетворяютъ аи найденпыя чисии остальнымъ урав- 
ненямъ. Въ нашемь примВрь это и»моетъ мфето. Значить, 
искомое частное будетъь 27-1х—>. 

Этимъ пр1емомъ можно иайти иепо.:..ое чаетное и остатокъ 
въ томъ случаЪ, когда дБлеше не мошегь быть выполнено 
нацфло. Въ такомъ случаЪ придется взить еще миогочлент 
съ неопредфленными коэффишентами ди остатка (стенеиь 
его, конечно, должна оыть ниже степели дфаителя) и напи- 
сать равенство: дфлимое == дЪаителю, умноженному на част- 
ное--остатокь. Пзъ этого равенства возможно составить столь- 
ко уравнешй, сколько всъхъ коэффишеитовъ въ частномь 
и обтатк$. ДЪйствительно, положимъ, что степень дфлимаго 
есть т, етепень дЪлителя п (тп): тогда степень чаетнаго 
должна быть 21—97, а остатка 2 —1; „лачить, иеопредЪлен- 
ныхъ кооэффищентовъ вЪ чаетномъ доджио быть и —п-- 1, 
а въ остатк$ 7, всего же т--1; вьсъхь кооффищентовъ въ 
дЪлимомъ будетъ таке т--1[; значить, пользуясь теоремой 
2-й, можемт, составить п--1 уравиеши съ т--1 неизвЪет- 
ными. 

Примфръ 2-й. Нахожюдене корня изъ миогочлена. 

Пусть требуется найти: 

Предположимъ, что искомый корень возможно выразить въ 
видв многочлена, цфлаго относительно ил тогда этотъ много- 
членъ ‘должень быть 3-п степени и, еаьд,. онъ будет имЪть 
ВИДЪ: 


А--А Ах, 

Возвысивь его въ гзадратъ, приралглехь резудьтать даи- 
ному многочлену; затЬмьъ, согласно теорем 2-й, составимъ 
сяЗдуюцщия 7 уравненйг съ 4 пеизвфег ями; 

А— 2—0; д’ АА Аа 
ЕЯ ен. Зее де аа 


9 


— д — 


Нахождеше исизвфетныхъ выполняется весьма проето: иЗЪ 
1-20 уро ориг Де: Ч 90 А, =0; изъ 3-го: 
А: но 1-го: А. ===? (знаки == во вефхъ этихъ значе- 
шяхъ находи.си вь соотвфтетв м). Коэффищентъ А,, повиди- 
мому. удобно было бы опредфлить и изъ послфдняго урав- 
нения: но при отомъ оставалось бы неизвЪетнымъ, какому изъ 
знаковь приз, соотвЪтетвуетъ тотъ или другой знакъ при 4,. 
Найдя изъ пеззыхъ 4-хъ уравнешя значеня коэффищентовъ, 
мы должны опосдфлить, удовлетворяютъ ли эти значеня остав- 
шимся урависшямь, т.-е. возможно ли наше допущеше, что 
искомый кор-иь выражаетея миогочленомъ, цфлымъ относи- 
тельно 5. В. пашемъь примфрф система оказалась возмож- 
ной: искомый корень есть 

} ха или (23 -— Заз) 

Подобнымь ско образомъ можно изваекать изъ многочле- 
новъ корни „ругихъ степеней, 

Примфръ &-1. Нахоэкдене многочлена по данным его ча- 
стнымь значення. 

Пусть извъстно, что величина 1) зависить отъ перемфиной 
х и притомъ такъ, что когда х==1, то у==0, когда х=2, 
то у—0, когда 2—3, то уУ=Ь Е в пельзя ли за- 
висимоеть у оть 4 выразить многочленомъ второй степени. 
ия рЪшени вонрова допустимъ, что 

ААА, 
Соглаено даннымъ усломямъ, будемъ имфть 
А --А,--4,==0; 4-2, А,—=0; ЭАЬЗА НА, —=1 

Вопроеъ рошитея въ утвердительномъ смыелЪ, если эта 
система окажется возможной. Въ нашемъ примЪр$ это имфетъ 
мБето: значении коэффищентовъ будутъ: 

1 в о 
оу Ч =—Ф 5, А. и у" 


э 


- 1 - 


3 

Само собоо понятно. что для рёшешя такихъ вопросовъ 
НУЖНО, чтобы число частныхъ значейй многочлена быдо не 
меньше числе геопредфиенныхь кооффищентовъ; въ против- 
номъ случаф . олоторые коэффищенты останутся произволь- 
ИНЫМИ. 
6- 


ЕЕ 


Полезно замбтить, ч10 многочленъ стецпеви и. ‹ пособный принимать 
в--1 чаеныхъ значении: 
И 
при 7-21 соо1вьтетвенныхь чнаныхъ значепаль , 


3 б; ,, Ж,... бац 
можетъ быть выражень слЪд) лцею весьма просто.» „эрацуаюю Лагранж 
ет (Е)... 2—4), оо), 
(п). б,) те ев) 
(%—2.(2—2)... (2 и) 
(7-2. ). (фил) ; 

Формула ола сославаяется такт: важдое чалпее значеще многочлена 
умпожается на дробь, числитель которой есть ирсизведеше всьхь разно- 
стеи: 2—2, 2—2, д—4,.5—<2,, кромЪ гой, у когорой вычитаемое равно 
соотвЪтствующему часгиому значению 2х; знаменале > Же дроби получается 
изъ чиелителя замБиою въ немъ 4 па 10 его чианое звачеше, которое 
ие входить въ чиелителя. Сумма вефхъ такимь члецовъ составаяетъ иско- 
мыи многочленъ. 

Не зрудво убьдитьея, что формула Лагралжа: 3з0-1-хъ, даегь много- 
членъ, цьлый относигельно 2; во-2хъ, слепень это.о многочлена ие выше 
п, и въ-3-хъ, овь принимаеть значепя: —? 11, №, Из...) при соотвьт- 
с1вующихь значешяхь д=%5у, 2. 4%, х... 

ПримфнивЪ эгу формулу къ ее. а вандемъ; 


а 1—2) 13, 
ун-т О р а 


Примбръ 4-й. Преобразозане рацональной дроби въ сумму 
нростьйшихсь дробей. 
Пусть требуется представить, если возможно, дробь 
3-55 
(22—3)5=—4) 
вь видф еуммы двухъ болБе простыхь „ообей, у которыхъ 
знаменателями были бы миожители знамевахеля данной дроби, 
а числители — козичества. не завиеяии отЪ ©. Допустивъ. 
ло вопросъ Бозможенъ, почожимъ, что 
8-2. с. = 
(25—38) 62—4 243.25. 1 
Приведя правую част. этого равено.ьа КЪ общему зна- 
мэнатеаю и приравияБръ забииаелеи, по’: зимЪ: 
+2 А (А -— РАН. иг ЗА, 


Откуда: БА, = и ЧА, |-3А=—3 
Ршивь эту зиаему, находимъ: 


с аъд вопрос ., возможенъ, и 
35—56 12 25 
(2—6 5х—4) 12д—3) 1655—4) 


Примфръ 5-й. 2ъ тредчаень хз--рх-- а опредьлить зави- 
‹имость мезкду „ и 4, которая неободима для ттого, чтобы 
пото трехчалекл, Фьлилея дезь оспиилка на (х—*}. 

Задачу эту рышимъ двумя способами. 


Способъ 1-й. Паидемъ остатокъь оть дблеши 29 -- ри 
на д1—Зод-но?: 


2% -Нрх—9 | д — Зале Согласно требованию 
м да задачи, остатокъ дол- 
Зо (р — жень равняться нулю; 

д-р — 23 для отого необходимо 
гр-ЕЗа (1—2?) _ идостаточно (теор. 2-и). 


чтобы р-ЕЗа?==0 и 4—23—0. Исключивъ изъ этихьъ уравне- 
ши %, нолучимъ необходимое услоше дия дЪлимоети даннаго 
трехчлена на (2—%)": 
4рз-—-214 0 
Способъ 2-й. Предположимь, что 23--ре-Р4 дЪаитея на 
д`—Зат-ра? безъ остатка; тогда частное ‘должно имЪфтТь видъ 
6-—-А. и слВд.: 
д—у--а=(ай—зах-)(х--А)== 
== -—(Д—За)и--(—ад-- д-ра А 
откуда д— 3—0; —25 А, А 
Изъ 1-го ураьи. находимъ: Ада; подетавивъ это значен]е 
вь остальныя д. уравнешн, получимъ условныя уравнешия: 
Вр 3а3—9 
иьь НоТорыхь ао юченемъь х находнимъЪ: 
417°--214°=0 


Комплекеныя количества, вы женныя въ триго- 
нометричеекомт зидъ. 


|. Дъйстэ!я надь такими ксличествами. 


69. Тригонометрическй видъ номпленснаго количества. По- 
кажемъ, что всякое цомплекеное количество а-—-0$ можно 
выразить посредствомъ тригонометричеекихь фунщйЙ въ за- 
комъ видъ: 

а--4—7(08 8-1 5еп $) 
гдЪ т есть полоэкщлтельное число. а х ифкоторая дуга. Дая 
этого положимъ, что 
а—г 05 © [Пи (== 5 $ [2] 

и опредфлимъ изъ отихъ уравнешй г и 9. Возвыеивъ 00% 
части каждаго уравнешя въ квадрать и затфмъ ипочаенио 
сложивъ, получимъ: 

ао (соот) ==? 
откуда: =- у&- 4-—-0* 
(мы условимся брать для г только сриометичееское значеше 
радикала). Подставивъ это значене въ, равеиетва | и |2], 
найдемъ: 


[0 . 6 
с05 = —_Е=— У мым ее 
УФ и 
а 6 
Такъ какъ: и 1 


уе: | 
и а 2 
(еее) 


р 0 ” 
и съ о : ———| = 4, 

другой стороны ЕЯ) 1, 
то существуетъ такая дуга ©, которо. осинуеъ и епнусъ рав- 
няютея соотвЪтетвенио этимъ количествамъ (ее легко найти 
при помощи тригонометрическихь таблицу). 

Число г, равное /а?-6?, иринязо иазывать модулемь. а 
дугу $ аргументомь хомплекенаго соличества. Замфтимъ, 
что выражеше 7(с0$ 2--Ё 51 9). раду. пратьости. иногда ии- 
шутъ символически: х. 

При даиныхь значсняхь а и 6 вавчина модуля вполнЪ 
опредфлена, такъ кашь сущеслвуегь солько одно арномети- 


— о — 


ческое значеше Уа?--0?. Пельзи сказать того же’ объ аргу- 
ментБ. ТЬнетвптельно, известно, чло тригонометричесвя ве- 
дичины дугн не измфняются, пи по знаку. ни по абсолютной 
величин огь прибавлешя къ дугЪ, или отнятя отъ нея. цЪ- 
лато чисаа окружностей; ветьдетве этого аргументъ можно 
ио произв.) увеличивать или уменьшать на 2, гдЪ А есть 
произвольшое ифлое число. Обыкновенио за аргументъ берутъ 
наименьшую изъ дугь, имыощихъ синуеъ и косинусъ, со- 
отвтетвенио равные выведеннымъ выше количествамъ. 
Когда ‹ >20 и6б_>0, тогда яп с и с0$ © положительныя 


числа; въ огомъ случаЪ <> . 
’ Когда 30, а 020. тогда 08 ©<.0; а т ©>0; въ этомъ 
слузаЪ дуга $ заключена между > ит. 
Когда ах О иф< 0, тогда с05 20 и т $<0; и сад. 
дуга © заключена между и 3. 
Наконсиъ, когда @`>0, а 6< 0, дуга © заключена между 


В [п 
ти 21. есаы она положительна, или между 0 ИЕ если 


она отриц. лельна. 
Прим5ры: И ЗЫ Це08 9 вп $) 


‹ 


-НИЗН 5: 608 ==? 88 9= 


| += 


зе 


5 

Логаркомируя одно изъ поелвдиихъ двухъ равенствъ, на- 
ходИиМЪ По таогицамъ: 

9==53%51150" 

Значит: 3--4=5(с05 53°5 150" зв 585150") 

Пан вь болБе общемъ вид: 

3—4 ==5[с0$(58%5 150-02) 8815885 150"--2 т] 

н —3-—--= 51605 126%5/10"--$ зйь 1265510") 


ЕЕ з + 
погому ч:0: Г ие 3-5; (08 Ф==— 2 ЗВ а. 


у. , \- ‚4 
Такъ цонь дуга. им Ьшая ьосинусь аа СИНУуСЪ — - 
о В 


равна 53°51'50"; то дуга, имъющая косинусь— ы а синуеъ- 1, 
У 
равна 180°—53%51'50"—126°5'10". 
Въ общемъ видф можио написать: 
—3--#=5[с08(126°3'10"--2}т)-|-6 $0 120°3'10"--2 т] 
3) 3—4#—5(608306°5'1 о ЗИ 3065'10") 
==5[608(—58°51150")--& вй(—5051150| 
=5(60$53%51150"—# зйь 53051'50") 


потому что въ отомъ прим5рф г=- уз 3—4 +) = 


2 


‹ 4 
605 © == ===? У 9==— $} сад. 2==860 —5 23954150" — 306831 0", 
5 ; 
или ше о=— 585150". 
4) ое Цент - Е] 
0 . 1 
потому что т==--Иб-ЕЁ 1, 608 | ЕЁ 


Въ боле общемъ видЪ можно нанисать: 
. т -- . , ЧАН 
[== 608 (нк) Не 581 (5 |: и) —5—-=- к 


5) Пусть-- Я будеть веществениое положительное число. 
Тогда можио иоложигь. что Ч=ЕЕА-НОЙ сад, 


‚--НИАНо:=А и 6% ==. т == =0 


Дуга, имфющая сипусъ 0 и косинусъ -- 1, равна 0, аи 
вообще 2 Кл. Поэтому: 
-А-А(с0$ 0-8 51 0), или вообще: --А=А(оь ЗК-$ зв Эт) 
6) Пусть—А есть вещестьениое охрицазе.. ное чиею; тогда 
можно положить, что 
—А=-Асоз п? 81 т) 
или вообще  —А=--А сои к-р ва!) | 


ТО. Теорема 1. Чтобы „омплекеное коли‘. ство равнялось 
нулю. необходимо и достапечно, чтобы (го иодуль равнялся 
нулю. 

Доказ. Мы вндЬли ($ Я „Эаем. ааг озы“). что если 


9—01—0, то @-=0. 0==0. Сафд., чтобы 7(05 3-2 эл ®)\рав- 
ияось 0, необхо имо, чтобы 
# 608 9—0 и г зт 9— 

Такъ какь ие существуетъ такой дуги, у которой синусъ 
и косинусъ одновременно равнялись бы 0, то равенства эти 
возможны только гогда, когда Г==0; слЪд., это услове не- 
обходимо; очевидно. что оно и достаточно. 

Тоорема 2. Чобы два компленсныя количества были равны, 
Гббходимо и досниточно, чтобы изъ модули были равны, а 
@реументы цаи равны, наи отличались на цчвлое число окруж- 
истец. 

Доказ. 1) "лно необходимо. Пусть дано: 

РотЕИ и. Т.-е. 7(60$ 5--# в о)=ЕР(с08 $ 50 9) 


Мы видфли (5 209 „Элем. аагебры“, елБдетв!е), что если 
а ==-НОТ, по в-=4/. 6=6'. Поэтому данное равенство 
Бозможно только тогда, когда Г 00$ о==И 608 © и Г 5% ®= 
—и 51 ©". Возвысивъ эти равенетва въ хвадратъ и сложивъ 
ихъ почленно. поидемъ: ==”? и, сафд., т==И, велфдетве 
этото будемъ имьть: (08 9==005 © и Ут = ©!’ т.-е. =, 
наи со’. 


2) то достаточно. Пусль дано: 


>! ей НЕА 
ЕР и О = 


Тогда: су 255608 ©' и зйр == ©’ 
еаьи.: 7(с0 3-58 8 о) (608 9-8 вт 9’) 


11. Умножен!.. „Блеше, возвышене въ степень комплекс- 
выхъ количеетвь и извлечене кория изъ нихъ значительно 
упрощазюотся, когда „ги количества представлены подъ видомъ/.. 

Умножене. По правилу )множеншя миогочаеновь будемъ 
имМТЬ: 
7(с0У 9-Е 8 Феи 9-Е т ©')ЕЕТИ"(с08 © 05 Е ЗЫ О 08 6! 

к де г ! 2) 57, Г 
— с08 ф и 9--Йт о з@ь 9) 

Но П==— 1) нолому, переставиьь члены и выпеся $ за 
евобки. получим: 

ИСох 2-Е 5 Фу > Иа т кие © 608 "5 $ т 

РАЙ $ 605 9-—бь © 5 ЕР вово 9) зйи--9] 
ее пи 


Правило. “2иобы перемнооюить комптисссныя количества, 
достирточно перелномсить ‘ис модули, а аргументы сложить. 

Не трудно обобщить это правило на число сомножителей, 
большее двухъ. Пусть дано перемножить: У з.И,з, уз, Тб. 
Произведеше двухъ первыхъ сомножите.и:. по доказанному, 
будетъ: (7,7,)›--„. Умноживъ этотъ результать на З-го со- 
множителя по тому же правилу, получим: (/.^”) Ра. 
УмноживЪъ этотъ результать на 4-го, потоль на 5-го..., на- 
копець, на й-аго сомножитлеля, окончательно найдемъ: 


7, ИР иРуь-- "РО 17373. 2 Е, ти" 


92. Длене. Предполодимъ, что частиое г 2:7 будеть 
комплексное количество 2,. Тогда, по съо.ству дфаеня. бу- 
демъ имфть: 


Фу ИТ, т.-е. ЕН 


з 
т 


Изъ поелфдияго равенства находимъ: 


дет и уе, 


7 
Откуда: И" 


и уч 
В $ 


Значитъ, отброеивъ ВЪ аргументъ цао чиело окружно- 
стей, можемъ написать: 


ты но я ее 
7(с08 Ф-|-8 зв): (с08 © 5 6058 —)- 1—9!) 


Правило. Уобы разбь.нить два комплексным количества, 
достииточно людуль двлимаго разделияпь на модуля дълителя 
и изъ аргумента дълимаго вычесть аргу.мьнать дълите.ла. 


73. Возвышене въ степзнь. Па основааи правила умно- 
жешпя, выводимъ: 


ен) а, 
И И или 
т.-е. [/(сох 9-Е зт т) с08 па: 5йь из) 


Это равенетво извфетио подъ именемь иорлулы Доавра. 


Правило. Улобы возвысшть помльлекс-оь количество въ 
целую полоэеительную степень, достелиоино возвысить въ 


: 


эту степень модель, а аргумент умнооюить на показателя 
опепени,. 


14. Извлечене корня. Допустимъ, что 


н,— о Е тен ыы 
и Г: = у Т.е. Усс 9-2 888 ©)—(с08 у $28 и). 
Тогда, по опредфлешю корня, будемъ имЪть: 
[2 у е ню 7, т.е. (”)„у — т? 
Откуда: о. и пу=е-ЕзАт 
х в /— ЗА 2, АЕ 
Сад: АЕ УАр и , Е = 
: п, пп 


а р ааа ЗВ 
и Ухоояайа-=-- У? ав (1- я Ра р [а 


Такъ какъ число Е можеть имЪфть веевозможныя цфлыя 
злачешя, какъь положительных. таьъ и отрицательныя, то ка- 
валось бы, что ревеиство [А] даетъ дая корня безчисленное 
множество значон!:: однако это пе такъ: различныхь значении 
окорюетея только п. Чтобы убфдиться въ этомъ, предвари- 
тельно замфтимъ, что если число # увеличимъ или уменьшимъ 
ма л. 27, 31... то правая часть равенетва [А] не измфнит- 
си. веафдетые того, что оть этого аргументъ увеличится или 
уменьшится на цтлое чиело окружностей. Еели такъ, то вся- 
кое значеше Ё мы можемъ привести къ полоэюительному чис- 
лу, меньшему п, отнимая оть Ё, если оно больше п, или 
прибавляя къ иему, если оно отрицательно, достаточное чис- 
ло разъ по 7%. Вегьдетве этого, ве различныя значеня ира- 
зой чаети равепстза [А| должны заключатьея въ чиелЪ тЪхъ, 
которыя получатси для слфдующихъь п значешй #: 

20, 1, 2, 3, 4.01. 

Не трудно видь.ь, что ве комил. количества, соотвфтетву- 

юлщя этимъ значешямъ, различны. Дфйствительно, прибавить 
2 а 3.25 (п—1)2т 
дугу > ини ——— или... наконець 


фи 


[6 
у 


п 


къ ‚ это зна- 


-_ с 
чигь—прибавить г дугЬ.. одну П-ую часть, двЪ п-ыхъ ча- 


е.и.... наконецъ. {;:—1) й-ыхъ чаетей окружности. Отъ такого 
нриоавлешя, очеь дно, не могутъ получиться двф дуги, которыя 


разнилиеь бы между собою хотя бы на оду окружность, т.-е. 
тавя двЪ дуги, у которыхъ синусы и восипуеы были бы 
одинаковы. 

Изъ этихь разъяснении сафдуетъ, ча» корень 0-й степени 
иметь п различныхь значений, получи мыхъ изъ равенства 
14] при А=0, 1, 2. 3... п. 

Правило. У270бы извлечь корень п-й су.спени изъ колтлекс- 
наго количества, извлениоть ариеметическй корень этой 
степени изъ модуля, а аргументь дъдлть на показателя 
яорня; это будеть одно значеве корвл. Чтобы получить 
остальныя, достииточно къ аргумениу иайденнаго значеня 

23 п 


1 
прилолеииь — —› —.. ——^ частей окрури ности. 
плп тп 


1. Приложене номпленсныхь нолячествь нь рьшение доукуленныхь уравнений. 


15. Ръшеше уравненя х”=1. Тригонометрическй епособъ 
выражать комплекеныя количества даетъ простое средетво рЪ-- 
мать двучленныя уравнешя вида 2” ==... другими словами, 


.: т „— 
находить всевозможныя значешя У А. Разсмотримъ сначала 
рЬшеше уравиешя 

т у 
2”—1 или и 1 
Такъ какъ 1=1 (с08 0--# 8 0), то 
И Эр 
ВЕЕРА ПА Эт 
—=У1= Иов 0-7 яв О) 08 7 1-2 ти 
гдв А предполагается равпымъ послфдовательно: 0,1, 2, 3... 
(1—1). 
д . . 
Примфры: 1) Ут имфетъ слфдуюцйя три значены: 


ча 2 Е 
1) с08 0-5 зп 0—1 2) с05-—-# т 
.2 


9 


| т... 4 а 2т 2 
3) 608 -Н5т 3 —=008 2=— = зт[а=— р) и бт 
О .) 


Взявъ па чертежф 1/, часть окружиоси.. сдиничиаго радлуса 
и построивъ ея синусъ и косинуеъ, легьо замЪфтимь, что 


ь . кф ое" 
Поэтому дв. миимыхь значешя У 1 будуть: 
ИЯ 1_ УЗ 
о и —-9 
ри Э 2 
ото ТЬ самы ьыражешя, которыя мы получили, р%$шая ур. 
43—1-=0 алгебрически ($ 223 „Элем. алгебры). 
к а а . 
2) У 1 иметь слБдующая четыре значеня;: 


а М 
1) с55 0--# въ 0—1 2) воз п = 
чт ‚ 4 6" бт : 
3) с08—2-зт--—=Ь—1 4 ЕЕ —==—$ 
) Е п ) с08 т Е: зщ я 
8) У! имьегь елЪдующя 5 значенй: 
р ке 41. . 4х 
1) с08 0-Е: 54: 90=1 2) с08—--|-$8т-—- 3) соз——{4 $#т — 


косой 41)... Чт 
4) с0;—`—т--==005 (2 |9 щ--— 
2 9 э 5 

4" .. 4 

==605—ю97— 

о о 


у 5..8 Е 2 
5) сорт == е08 [в — 57-Е т [т —— 
э э э] = | э 
в 


2..9 
=6085— —9ит-- 
5 5 


* -. я -- 

76. Пзь разсмотрьшя формулы, дающей воф значешя /1, 
можно вывести слфдуюшля важныя свойства: 

1) Еели т число четное, то существуютъ два веществен- 


‹ 


ныхь значення и 1, одно-- 1, другое —1. Первое получается 
изъ общей формулы, когда положимъ въ пей #==0; второе, 
7 
когда Х сдфлаемь равнымъ — 
2) Если т чисзо нечетное, то сушествуетъ только одно 


вещественное слачене У 1, именно--1; оно получается при 
—0. 

3) Каждому энимому корню соотвЪтетвуетъ другой мнимый 
корень, сопря‹нный первому. Чтобы убфдиться въ этомъ, 


й т Е 
дадимъ числу „ два значеши: одно й,. меньшее-› другое ®,, 


— 4 — 


`^ 7% ы ` 
Фольшее-; и равное т —1,. Сравнимь соотвБтетвующйя зна- 


о ум 
чешя/ Г 
Для К==, будемъ имфть: 
И ааь, Эт 
и ре 
И т 
Даля А=А,—т-й найдемъ: 
у) Ро `) о / .— 
2(т—К)= ._. Затр—ШЁ)т 2, = 
( и) 15 ( 1 ==‹03[2= —- 


С05: 


60$ 51 Эа — 
71 т 77 
ОА 
вы й 
НЕ 5 2—6, 
а | 
т а 
РЯ ваге" 
т) Чи 


'г.-е. эти корни оказываются сопряжегьыми. 

4) Если обозначимъ буквою я какое-нибудь изь мнимыхъ 

(5 И . 
значешй/ 1, то веБ т зпачешй кории, при т проето.мъ, 
можно выразить такъ: 
1, &?, 23, О х—1 

Напр., пусть 7=5 и примемъ за &, положимъ, такое зна- 

чешеу/ 1 (ем. примЪръ 3-й а Ре - 


ее сов _ Е 


ъ 
— 


41 . . 4. а обе 
Тогда: 608-593 сб 
5 5 51 5 


4 а 4“ 4; .. 4 
== 608 | 2 — — |9 Эт — =—605— —# 8т-—- 
5 то 5 5 5 


1 : 2 а 2: 
д 608 -4 = с0$ И ры [2 = 
2 


== С0. 


19- 
7 


2-2 ЗИ —- ==} 
5 о 


т.-е. возвьчиешемь х ьь стенени съ показателями: |, 3, 3, 


4 и мы поцучаемь ьуовозможшый о. зены ИГ. 


Не трудно убьалься въ общности этого свойства для веякаго простого 
и. Пуль. 


`&==608 


ге $ 52% р 
и ее 


1дъ К: есь ва ое угодно значешюе &, заключающееся между О и т (для 
тавнхь значеши < будеть мнимов количество). Покажемъ, что во 1-хъ, 
зеявая степень я ве1ь Е ур. 2=1, и во 2-хь, оть возвышевя а въ 
слецени съ цоказе.саями: 1, 2, 3... лп—1, т мы не можемь получить двухъ 
одинаковыхЪ зилалии, если 1 чисю простое. 

П) Цазово бы ил было цьлов чиело 0, (ав)т—(ат)р-=]Р=1, т.-е. ар 
Удовлетворяет ‚2. дм=1; значить, яр есть одно изъ значенат ИТ. 

2} Предполюжильь, ч10 узнай, гдь ди Й суль два различныхъ числа изъ 
ря 1, 3, 3,... ть, эт. Тогда 


ра а 2 9 соб 2,1 я ‚т 
т — 


2 5% 1-2 


О ”- ‘— ` ^ — 
280 ЗЕ Пя 
ИД У 
РАБ 1 какое-нибудь цьлое чисио. 
Посльднее раьецегво даеть: 


В цЪлое число. 


25 


ОУДА 


Тавь вакь и. число простое, то это равенство будеть имъть м6ето 
Золько тогда, когаа или №, или 9—й дьлится на 1%; но ни то, ви другов 
невозможно, зань какъ и м, и д—й меныше 21. Слъд., нельзя допустить, 
чобы чай. 

Если же, гавымь образомь, радь @, @, а3...ат-—1, ат состоить изъ 
различные количествъ и каждое изъ нихь есть какое-нибудь значенаь 
Я ИЪ 10 этолъ радь предетавляетъ всевозможныя значеня у: 


ТТ. Ршеше уравнешя х»* —= А. Когда А есть комплексное 
количество 7(005 5-8 86% $), вопроеъ сводитея къ нахождению 


т - - =—=——щЩЫы—ыыыы—ы=——- 
веЪхЪ значени У 7(с08 «-- 1 ч). Эти значешя, какъ мы ви- 
дЪаи, выражаются формулой: 


283 Е Зе 
аЛвй р ст 
Я-=--у 7 7 у вт —- = Ш] 


т т 
ьъ которой Е означаеть чшела: 0, 12, 3...(т-— 1). 
Пусть тене»ь 4 будеть вещественное положительное чиело. 
Такъ какъ 
А=Д(соз 9-Е $ 0) 


то рёшешя уравн. 2“==А получатеа для этого елучая изь 
формулы [1], если въ ней положимь с==0. Сафя. 


т т МА а о Ч В 
ЕЕ Уд | с05-——--/ в5п- 12] 
И # 
'Такъ какъ множитель, стонийй въ сцобкахъ, представляетъ 
В т /— С Е 
всевозможныя зачешл У 11715). то заключаемъ: всевозмож- 


ныя значеня корня -й степени изъ пололсительнаго числа 
А получится, если ариометическое зи ченае этого корня умно- 


эжимь на каждое значеше ]/1. Нанр.. значешя И 8 будуть: 
1, д/з 
2. ИВ ом т 
- 2 \ 2 
т.-е. 2, АИ, 1-2 


"Пусть, наконецъ, + будеть вещеслвениое отрицательное 
число — А,. Такъ какъ — Я, ==4,; (е057--8 зи), то рышеши 
ур. 2”—= — А, получатся изъ формулы |1] замфной въ ней 
© на т. Сад. 


т — 2, т см 21- 0 В 


Примфры: 1) Значешя — —$ буду: 
2 (совет >[ и зи”", >. сот т 
3 . 3 к 3 3 


\ 
э\ о 
г.-е 2[1 ы до э На 7/3 
2 м * 2 з 
2) Зиачешя У — 1 о 
с08- а ть 5 сов 3 = этой. АЕ лот 
.)> 3 о 
Виа т ен 
т.-е. Иа 5—4 а = 


11. Дьзог: ояручностн #2 12.2 - части. 


18. Элементарная гоометря ука доръ ‘иособы, посред- 
ствомъ которыхъ помосью циркуля 1 алиейни можно дфлить 
окружность ма такое чиело разныхь лей (алн-—что то же 


вписывать въ окружность правильные многоугольники такого 
чнела сторонь)}- которое зыражаетея слВдующими числами: 


ба гы ..., вообше 2” 
а И а я 3.2” 
БЫЛ: ОО рае С 5.2" 
151.60. ЧО а Е 5.3.2" 


Но элемевгарная геометрия ие рЬшаетъ вопроса о томъ, 
можно ли помошью циркудя и линейки (единственные при- 
боры, которыми ограничиваетея элементарная геометрия) д$- 
лить окружность на какое-либо иное чиело равныхъ частей. 
Впервые. лог» вопросъь быль рЪшенъ алгебраически знаме- 
нитымъ Гауссоло, въ его сочинеши: „ОИ Юпез агИйте- 
Цсае“. изданномъ въ 1501 году. 


19. Покаемь, какая евязь существуетъ между р5шешемъ 
двучлениаго ур. 2“==1 и дБаемемъ окружности на т рав- 
ныхъ частей. 

Пуеть окружность, радлусъ ко- 
торой принятъ за единицу, раздБ- й 5 
лена на т равныхъ чаетей вь 
точках: А, 4, 4.,....А„. Тогда 
хорда, соединяющая как-нибудь 
дВБ соефдШя гочки, наир. хорда 
А, А., будетъ стороною иравиль- 
наго т угольника, вписаннаго въ 
эту окружность. Вм5ето того, что- 
бы искать длину этой хорды, бу- 
демъ находить величниу иперпен- 


2 9 
дикуляра 4, Г, предетавляющаго собою 8% р или величину 


7 


| 2 м = 
отр5зка ОМ, зыражающаго 608 ть Еели будетъ найдена ка- 


кая-нибудь и.» отихъ линИ\, то легко построить и хорду 4,4. 


< 


1 
к 4 и 
‘; Такь какь 75; 10' 2 Цятнадцатая часть оьружности найдется. 
-5 
сии ИЗЪ швеи „. уаети вычлемъ десятую. 


А диселевь. до, <-зишы алгебры м 


— 4 


Вообразимъ теперь, что мы с)чьли рфшить двуча. ур. 
х”"—1 и притомъ двоякимъ епособомь: алгебраически и при 
помоши тригопометрическихь фуикши. Конечно, значешя кор- 
ней, получениыя тфмъ и другимъ спогобомъ, должны быть со- 
отвфтетвенио равны между собою. Кории этого уравнешя, вы- 
ведениые алгебрайческимъ путемъ. имьютьъ видъ и—08, ГДБ 
аибсуть нфкоторыя вещественных числа. соизмБримыя или 
несоизм5римыя; въ поелфдиемъ случаь они выражены въ ра- 
дикалахъ изъ соизмьримыхъ чиеель. Корни же двучаленнаго 
уравнешя, найденные тригонометрическимъ пуземъ, имють, 


ура 


22: . г ; 
ВИДЪ 60$ те КУ › гдь Ё предполагается равнымъ (3. 1, 


2/1 
И 
$ 


а 
2, 3,...(т-—1). Одииъ изъ нихъ (при &=1) есть сз. 15% г 


Предположимъ теперь, что мы оп редьаили, какому изъ кор- 
ней, выраженных аыгебраически, соотвБлелвуетъ этотъ ко- 
2 2 
рень, выраженный пригонометрическл: тогда мы получимъ 
равенство: 
РА Е р 
$0 — = и-- 6 
И г ИХ е 
2 25 


изъ котораго найдем: 608 =—-==4 и и, 
о р 2 . 2 
Найдл такимъ образомъ алгебраичея выражешя дал 605 


2 
и Е задаемея вопросомъ, можно ли эги выращентя по- 


строить при помоши циркуля и аиие ди? Извфетно. что этими 
приборами можно строить лишь тая анийт, которыя выража- 
ются рашепальными формулами на :акими ирращональными, 
которыя содержатъ только квадралиь.е радикалы или приводи- 
мые къ квадратным (4-й, 8-й, 16-и и г. д. степени); поолому, 
если число т таково. что 4 и б окалутся выражетими, кото- 
рыя можно построить циркулемъ и „ннейкой, то окружность 
при помощи этихъ пу 1боровъ можно заздфлить на 2 равных 
частей; ь противио\хл елучаЪ вои| ‹ъ певоэмодень. 
Такымь образом зее дьло вь .омь. чтобы р6Бшить ур. 
д” —1. Тригономел»:чески. кавь \. БидЬли. ото возможно 
всегда; возможно та:., е и алгебрема сви. но ьь большниствь 


— э — 


Случаевъ п], помощи такихъ соображенй, которыя выхо- 
дять изъ предьдовъ олементарниий алгебры. 


80. Приводиачь здьеь безъ доказательства нъкоторые главяёнпие вы- 
воды, къ которьлмьъ приходить Высшая Алгебра: 

1) Решенк р. хн=1, при м составномъ, сводится къ рющен!юо урав- 
мени 110г0 21. вида, у воторыло поъазатели степеней суть простыч 
числа, нам сепени простыхь чиселъ, дълчийя т. Л 

2) Рюшене ур. х®=1, при ш простом, сводится на рющете урав- 
нений того ще сида, у которытъ показатели степеней суть простыя 
числа, деля: т-—1. 

Изъ посльда‘ и теоремы выводится извЪъетное предложеше Гаусса, что 
при помощи циркуая и аинейьи овружноеть можно раздълить иа такое 
чисыю 78 равиыхль частеи, вьотлорое, будучи простььмъ, выражается фор- 
мулон 22--1. дьисзвительно, въ этомь случаь т —1 дълитея только на 
одно простое число 2, и сльдов ръшеше уравн. 2т=1 даетъ въ резуль- 
тать формулы. содержания только квадралтные радивалы. Полагая въ, 
равенетвЪ #==2:--1 чиело р послъдовательно равнымъ: 1, 2, 3, 4... и 
выбрасывая сославныя чиели, нандемъ, что окружность при помощи циркуля 
и линенки моло раздълиль ва 3, 5, 17, 257 (при р=8), 65537 (при р=16).. 
равныхъ чалеин 


81. Въ статьЪ о двучленныхъ уравнешяхь (58 293 и 224 
„Элем. алгебры“) мы указали щуемы агебранческаго ръшеня 
проетЪйшихт, изь нихъ. Пользуясь этими ир1емами, покажемъ, 
для примфра какъ раздфлить окружность на 3 и на 5 рав- 
ныхъ часте,.. Предварилельно замфтимъ, что если требуется 
раздБлить огружиость на четное число, 2т, равныхъ частей, 
достаточно эа.дЬлить ее сначала на т частей и затЪмъ каж- 
дую часть ‹адфлить пополамъ (что возможно при помощи 
циркуля и динейки). Сафд., указавъ, какъ дЪлить окружность 
на Зи на 5 равныхъ частей, мы тфмъ самымъ укажемъ дф- 
леше на 6. 15... 10, 20... равныхъ чаетей. 

Чтобы раздблить окружность на 3 равныя части, надо 


ори р 


=> . 03 
найти вырали Ш для 605 -или для ЕТ: для этого рЪшимъ 


Ур. 231. Во, этого уравнешя, выраженные алгебраически 
($ 223 „Эле» загебры)“, будуть: 

г = 

1_ УЗ 1 _ УЗ 

1: Е Иа Г. 


—_-_— 1 5 
= 


ТБ же корни тригометрически выразетея такъ: 


1 > $ 32% ЕЕ со к $ эт Ре 
—5 О ео 
2 3 3? 3 3 
. а 2" 
Сравнивая два вида корней, находимъ что с05 А 
р) Поэтому дЪлимъ ратусъ ОВ 


попола». > въ точкЪ С и черезъ 
середьь: проводимъ ЕД; тогда 


1 < 
06 =— > будеть коеннусомъ 


- 


дуги 2.7: едЪд., эта дуга равна 
т и хорда АД ееть сторона 
правил... заготреугольника, впи- 

[2 саннаго зь данную окружность. 
Чтобы раздВлить окружноеть на 5 равныхъ частей, надо 


2 Эт 
найти выражешя для 608 —;- или ДлЯ 57 53} дли этого ршимъ 
ур. 2°==1. Чтобы рЪшить его алгебраически, представимъ 


его такъ: 


(иена) =0 
Значить, оно распадается на два уразиеня: 
—1=0 и жа о-1=0 


Первое даетъ: 2, =1. Второе припздлежить къ возврат- 
нымъ ур. 4-й стешены ($ 219 „лем. алгебры“). Раздфливъ 
всЪ его члены на Я? и измфнивь поряюкъ членовъ, можемъ 
представить его такъ: 


< 4 
Положимъ, что #——==у; тогде х- к 2 и, слфд.. 


-/ 
уравпен!е ириметъ вить: 


1 


уу —1=0 


—1—У5 
У 5 
А-З 
значить: = я . 


и аа —=0 


Первое уравнеше даетъ: 
У5—1.1/0/5—1: 
а = И 


_У5—1{. И 25—10 
и За 4 


Изъ второго уравнеши находимъ: 
Ве ЕЕ 


Найдемъ теперь корин урави. 2 =1 тригономическимъ 
путемъ. Вакъ мы видфли выше, эти корни будутъ: 
2 РА 


21 в 4“ 44 ..4т 2 
1, сов $1. - ‚оо 8й— =. 608=-—@ 81-5.) 08 —9 т 


т 
Сравнивая два вида корней, замфчаемъ, что 608 — 5 можеть 


3/5—1 И5--1 21 п 
равняться иди - ЕЕ Нан — Е но такъ какъ =. 


2 
2 т У5-1 
то 03 0 ь котому соз 7 ь 
э э + 


Построеше гонятно изь ирилагаемаго чертежа: ОЕ? ОС; 


— 102 — 


АЕ=У5; АР-АЕ, ОР-У5—1; Об= ОР-оов = 


НВ есть сторона правильнаго 5-угольь.ка. 


9. дно изь применений формулы Моавра 


82. Возвысивъ двучленъ 603 $—4ь.п © въ степень т по 


биному Ньютона, получимъ: 
ый т т—1 
(с08 9-Я зату сов" от 51 < 605*—151-- т $ 6053 


57 


7т(%—1)@— ы . : 
——_—_А 7) тар 608—340 23—.. РЗ” 
-- 123 т | т 
Замфнивъ # черезь —1, #3 черезъь —2, г* черезъ 1 ит. д. 
и отдфливъ члены, пе содержаше 7. оть члецовъ, еодержа- 
щихъ 1, получим: 


а Г (т — 
(с08 «| зат <)" [229 — и Йа с05"-1 | 


т(т—1)(т—2)(т—3) = 
о. Сс>“ э—... —- 


: ттр—1 (т 
7% 581% © с08"— № — ИИ 5732 608"—35-—-.. ] 


+ 1.2.3 
Съ другой стороны, формула Моавре даетъ: 
(с08 9--$ вт ч)"==008 т ыт т. 
Примфнля телерь теорему 2-ю $ 70. находимъ едфдуюшйя 
тригонометричеея зависимости: 


т(тр— 
608 112—608" — и 5 1 ро 605" 5--... 


(тр—1)( ыы 2) 


$1 та=т 5т 9 608" —® 15 $713 © с08"—®-|-... 


Полагая т равнымт, 2, Зи 4 ит. д.. найдемъ: 


605 2956082 — о 81 3,==2 80 2 608 7 
608 33=—6050—3 8712 6.8 3 586 8.523 811 2 6053—5413 
608 4 ==с052— 6 $ЙЙ 3 с0`-, ро 


501 НУ $ © (0880—4 802 ит. д. 


ых —$- - 


Оглавлеше. 


Поняте о зункщи и о предметь алгебры .......... 
Основныя начала теорм предфловъ въ связи съ теорей 
несоизмЪзимыхъ чиселъ: 


Г. Главнюииич соойства предьловь величино нь, ь 
Ц. Числа, разсмоприваемыя кавъ предьли ...... ни 
Ш. Умножени, оленае и возвышене во степень чисель, раз- 

сматрисаемыеь какъ предоль (..еььнь- рей 
Г’. Распространене свойствъ произведетя, частнаго и ивлой 
спепенц на числа несоизмбримыя. (нее ь, ее 

У. Предьль произведеня, частнаго и степени ......... ана 
УГ. Значене ч/у. когда М не есть точная 'т-ая степень... 
\П. Распространене свойствъ радикалов на несоизмвримыя 

ао значе ее -ьнь. ааа ре рю 
“Ш. Значеще несоизиявримаго поъазателя „.......... ааа 
1Х. Распростьаненае свойств» повазателей на несоизм вримыя 
р ЗначенаЯ ...ь-.. Е аи ное 

Х. Обобщене теоремы о предьлаб степенм, „(ел еньнья 
ХГ. Общий выс изъ теории предьлювь ....... иена 

ХИ. Нюкоторьч прилизненая способа предвловь...... аа 
Махлит и тийтит н5которыхъ фуннщй: 

Г. Предваритаельныя пончтач + н..... ны аа 
П. Мазитани в тийтит трехчаена аз?-Нут--е.......... 
Ш. Масипит н тийтиип дроби ЕС аня 

рай--фе-т 
ГУ. Нахомсоенае наид. и нации. значенй нъкоторыхъ бругиахь 
уни оо реа Зы ть ан 
\^ 


. Нъкопюрик друфе способы назожюценя татинит и та- 


ит фуги: 

1) Приьь...5 Фермата .......... неа 
2) Прира--иььнае функции НИ количеетву........ 
3) Слосоь неопредьленныхъ множигелен. .... . 


